Predavanja iz predmeta Poslovna matematika: III dio

U okviru trećeg dijela predavanja predviđeno je da studenti savladaju slijedeće programske sadržaje:

1. Kronecker-Capelliev stav.

2. Kramerova metoda za rješavanje sistema od 
[image: image1.wmf]n

 jednačina sa 
[image: image2.wmf]n

 nepoznatih.

3. Rješavanje homogenih sistema jednačina.

4. Pojam realne funkcije jedne realne promjenljive. Način zadavanja i oblast definisanosti funkcije. Inverzna funkcija.

II.1.Kronecker – Capelliev stav

Do sada smo vidjeli kako se matrice koriste pri rješavanju kvadratnih sistema jednačina (onih sistema koji imaju isti broj jednačina i nepoznatih). Kronecker-Capelliev stav će nam govoriti o tome kako rješavati i sisteme koji nisu kvadratni (ili ustanoviti da sistem nema rješenja). Kronecker-Capelliev stav možemo svakako koristiti i pri rješavanju kvadratnih sistema, s tim što je prednost metoda u tome što se može koristiti i za rješavanje sistema koji nisu kvadratni. Posmatrajmo sistem
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gdje su 
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 elementi polja realnih ili kompleksnih brojeva.

Neka je dat sistem (1) i neka je 
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 proširena matrica sistema. Vrijedi slijedeći teorem.

Teorem (Kronecker-Capelliev stav).

Sistem (1) je saglasan (dakle, ima jedno ili beskonačno mnogo rješenja) ako i samo ako je 
[image: image6.wmf](
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Pri tome vrijedi (u slučaju saglasnosti):

a)
ako je 
[image: image7.wmf]rn
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, sistem je određen (ima jedinstveno rješenje);

b)
ako je 
[image: image8.wmf]rn

<

, sistem je neodređen (ima beskonačno mnogo rješenja), pri čemu se 
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 nepoznatih može uzeti proizvoljno.

Na osnovu Kronecker-Capellievog stava imamo da sistem nema rješenja ukoliko je  rang matrice sistema manji od ranga proširene matrice sistema.

Primjer 1. Vratimo se još malo na rješavanje sistema 
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Elementarnim transformacijama nad polaznom matricom 
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 je dobijena matrica: 
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Vidimo da je 
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 pa je sistem saglasan, na osnovu Kronecker-Capellievog stava, a 
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 nepoznatih je proizvoljno (u primjeru to su bile nepoznate 
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 i 
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Primjer 1. Pogledajmo kako bisno riješili sistem jednačina 
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Imali bi:
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pa vidimo da je 
[image: image19.wmf](

)

4

p

rangArangAA

==

, što je jednako i broju nepoznatih (4), pa sistem ima jedinstveno rješenje. (Vidjeli smo kako se to rješenje određuje.)

II. 2. Kramerova metoda za rješavanje sistema od 
[image: image20.wmf]n

 jednačina sa 
[image: image21.wmf]n

 nepoznatih.

Specijalan slučaj sistema (1), kad je 
[image: image22.wmf]mn
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, tj. kada je sistem jednačina kvadratnog oblika može se rješavati tzv Kramerovom ili metodom determinanti.

U ovom slučaju matrica sistema 
[image: image23.wmf]A

 je kvadratna matrica i tad  ima determinantu
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, tzv determinantu sistema.

Sa 
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 označimo determinantu dobijenu tako što u determinanti 
[image: image26.wmf]D

 elemente 
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te kolone zamijenimo kolonom slobodnih članova sistema. Tada vrijedi slijedeći teorem.

Teorem (Kramerov teorem).

1)
Ako je determinanta sistema 
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 sistem (1) ima jedinstveno rješenje, n-torku 
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 . Dakle, u ovom slučaju sistem je određen;

2)
ako je 
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 i barem jedna od determinanti 
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, tada je sistem protivrječan;

3)
ako je 
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 (tj. SVE determinante 
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a)
sistem neodređen ako je bar jedna subdeterminanta reda 
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 determinante 
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različita od nule;


b)
ako je svaka subdeterminanta reda 
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 determinante 
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 jednaka nuli, a barem 

jedna od subdeterminanti reda 
[image: image40.wmf]1

n

-

 determinanti 
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 različita od nule, sistem 

je protivrječan;


c)
ako je svaka subdeterminanta reda 
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 svih determinanti 
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 jednaka nuli 

nastavljamo postupak pod a), b) i c) za subdeterminante jednog reda manje.

Očigledno je da je ispitivanje saglasnosti sistema u slučaju 3. Kramerovom metodom veoma komplikovano, jer je potrebno izračunati subdeterminante reda 
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 determinante 
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, možda i sve njih (ima ih 
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), pa zatim subdeterminante determinanti 
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, itd. U ovom slučaju je mnogo efikasnije koristiti neku drugu metodu za ispitivanje saglasnosti sistema.

Međutim, Kramerova metoda ima i svojih prednosti. Naime, ukoliko je determinanta sistema različita od nule, nakon izračunavanja determinanti 
[image: image48.wmf]k
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, odmah imamo rješenje sistema. 

Primjer 1. Rješite, za samostalan rad Kramerovom metodom sistem 


[image: image49.wmf]1234

1234

1234

1234

231

227

34

2

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

-+-=

-++=

+--=-

+++=

.

Potrebno je izračunati pet determinanti četvrtog reda, što je mnogo složenije, nego riješiti taj sistem nekom drugom metodom.

Kramerova metoda se može efikasno primijeniti na sisteme reda dva i tri, dok je rješavanje sistema višeg reda mnogo složenije.

Primjer 2. Pokažimo kako Kramerovom metodom riješiti sistem jednačina
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i diskutovati njegova rješenja u zavisnosti od realnog parametra 
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To znači da ćemo za sve vrijednosti parametra 
[image: image52.wmf]m

 naći rješenja sistema ili konstatovati da tih rješenja nema.

Kao prvo, izračunat ćemo deerminantu sistema i determinante pridružene nepoznatim. Imamo:
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Sada posmatramo slijedeća dva slučaja.

1. Ukoliko je 
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, odnosno 
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, sistem ima jedinstveno rješenje.

Dakle, za 
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 sistem ima jedinstveno rješenje. Ono je dato sa:
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, tj. rješenje je uređena trojka 
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2. Ukoliko je 
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, tada je ili 
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, pa imamo slijedeća dva podslučaja:

a) Ako je 
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, tada je 
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, pa bi prema Kramerovom pravilu trebali za 
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 određivati subdeterminante. Međutim, jednostavnije je uvrstiti vrijednost parametra 
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 u sistem i riješiti taj sistem nekom drugom metodom (npr. Gaussovom). Za 
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Nakon množenja prve jednačine sa -2 i -3, te njenog sabiranja sa drugom i trećom jednačinom, sistem postaje:
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Kako su dvije posljednje jednačine u sistemu jednake, sistem je neodređen, ima beskonačno mnogo rješenja i svodi se na sistem
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, kod kojeg možemo jednu nepoznatu, npr. 
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, uzeti za proizvoljnu.

Sada je 
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, pa uvrštavanjem u prvu jednačinu dobijamo da je 
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Dakle, u slučaju da je 
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 sistem je neodređen i njegovo rješenje je trojka 
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, gdje je 
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 proizvoljno.

b) Ostalo je da pogledamo šta se događa sa sistemom kada je 
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, pa je sistem, na osnovu Kramerove teoreme protivrječan, tj. nema rješenja.

II.3. Rješavanje homogenih sistema jednačina
Homogeni sistem od 
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jednačina sa 
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 nepoznatih je sistem oblika


[image: image86.wmf]1111221

2112222

1122

...0

...0

...0

nn

nn

mmmnn

axaxax

axaxax

axaxax

+++=

+++=

+++=

M


Svaki homogeni sistem je saglasan, jer ima tzv. trivijalno rješenje. 
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Od interesa je, zbog toga, ispitati da li taj sistem ima netrivijalna rješenja (u tom slučaju mora biti neodređen i imati beskonačno mnogo rješenja). Kao posljedicu Kramerove i Kronecker-Capellieve theoreme dat ćemo odgovor na to pitanje u slučaju 
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 (Kramer) i 
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 (Kronecker – Capelli).

Teorem 1. Homogeni sistem 
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tog reda ima netrivijalno rješenje ako i samo ako je 
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Teorem 2. Homogeni sistem ima netrivijalno rješenje ako i samo ako je 
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Primjer 1. Pogledajmo za koje vrijednosti realnog parametra 
[image: image93.wmf]a

 sistem jednačina
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ima rješenja različita od trivijalnog, i za te vrijednosti odredimo ta rješenja.

Kako je rječ o sistemu čija matrica je kvadratna, možemo iskoristiti Teorem 1. Kao prvo, izračunajmo determinantu sistema. Imamo:
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Sistemi ima rješenja različita od trivijalnih kada je 
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 za koju dati sistem ima rješenja različita od trivijalnog. To rješenje možemo odrediti npr. Gaussovom metodom. Uvrštavajući 
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Gaussovu metodu eliminacije možemo primijeniti na eliminaciju nepoznate 
[image: image103.wmf]y

, jer je 2 najmanji koeficijent u sistemu koji se javlja uz nepoznatu 
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. Zbog toga prvu jednačinu pomnožimo sa 2, drugu sa 3 i oduzmemo ih. Također, drugu jednačinu pomnožimo sa 23, a treću sa 2 i saberemo ih. Dobijamo:
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Iz posljednje dvije jednačine imamo da je 
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, odakle uvrštavanjem u prvu jednačinu dobijamo 
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 dati sistem ima netrivijalno rješenje 
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 proizvoljno.
II. 4. Pojam realne funkcije jedne realne promjenljive. Način zadavanja i oblast definisanosti funkcije. Inverzna funkcija.
Funkcija 
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 je pravilo po kome se svakom elementu skupa 
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 pridružuje tačno jedan element slupa 
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 tada za funkciju 
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 kažemo da je realna funkcija jedne realne promjenljive. (Moguće je uzeti i 
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, u slučaju kada je funkcija data nekim analitičkim izrazom koji nije realan broj za sve vrijednosti realne promjenljive).

Pod oblasti definisanosti realne funkcije smatramo skup svih onih 

 za koje je 
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 realan broj.

Funkciju možemo zadati na tri načina (na skupu 
[image: image121.wmf]¡

):

1) eksplicitno;

2) implicitno;

3) parametarski.

Kod eksplicitnog načina zadavanja smatramo da je funkcija zadana nekom formulom, npr. 
 
   ili  
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 i slično. Prva funkcija nije definisana za sve vrijednosti  realne varijable 
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 koji se javlja u nazivniku ne smije biri jednak nuli. Zbog toga mora biti 
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Fuknija 
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 skup onih vrijednosti varijable 
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 koji zadovoljava jenednakosti 
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Da bi odredili definiciono područje funkcije 
[image: image139.wmf](
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 , potrebne su nam dvije pretpostavke: da je , pošto se taj izraz nalazi pod parnim korijenom i da vrijedi 
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 (jer se dijeli s ovim izrazom). To znači da mora vrijediti  [image: image143.png]


 Dakle, definiciono područje funkcije 
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Da bismo odredili definiciono područje funkcije 
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, također moramo postaviti dva uslova.  Moramo pretpostaviti da je  (jer je samo za 
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2) Ako je data neka funkcija 
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 dvije promjenljive, tada možemo smatrati da je jednačinom 
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 kao funkcija od 

. Tada kažemo da smo funkciju 

 zadali implicitno.

Primjer. 
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 je implicitno zadana funkcija 
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 (ovo je jednačina jedinične kružnice s centrom u koordinatnom početku).

3)  Funkciju možemo zadati tako što zadamo 
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 i 
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 kao funkcije nekog parametra 
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. Ovakav način zadavanja se često koristi u fizici, kada je dvije koordinate (
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 i 
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) materijalne tačke u ravni posmatraju kao funkcija vremena 
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Ukoliko je funkcija zadana parametarski, možemo naći funkcionalnu zavisnost [image: image175.png]
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 i smatrati da je ta zavisnost implicitno zadana funkcija. Ukoliko je iz jednakosti 
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Ukoliko, na primjer uzmemo da je 
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, pa ovo predstavlja parametarski zadanu jednačinu kružnice.

Objasnimo još pojam inverzne funkcije date funkcije.

Funkcija 
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. Funkcija koja pridružuje sliku 
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) je inverzna funkcija funkcije 
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 i označava se sa . Dakle,  
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Da bi postojala inverzna funkcija funkcije 
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, funkcija 
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 mora zadovoljavati neke uslove:

1) Mora biti  
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). To znači da je funkcija sirjektivna.

2) Funkcija 
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 mora biti injektivna, to jest različitim vrijednostima varijable  pridruživati različite vrijednosti varijable 
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,  kako bi funkcija 
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 mogla jednoj vrijednosti varijable 
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 pridružiti tačno jedno 
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Funkcija koja zadovoljava oba uslova (sirjektivnosti i injektivnosti) zove se bijektivna funkcija.

Primjer 1. Neka je 
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 je funkcija pa možemo pisati 
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 je inverzna funkcija funkcije 
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Funkcija 
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 nema inverznu funkciju, jer bi za 
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 ta inverzna funkcija trebala pridružiti dvije vrijednosti 
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, što je nemoguće (funkcija je jednoznačna po definiciji). Ovo proizilazi iz toga što ova funkcija nije injektivna. Dakle, inverzna funkcija te funkcije (
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Mi ćemo za sada smatrati da su funkcije date nekim analitičkim izrazom. Njih prema obliku tog analitičkog izraza dijelimo na algebarske i transcedentne.

Algebarske funkcije su one čiji analitički izraz sadrži konačno mnogo aritmetičkih operacija (sabiranje, oduzimanje, množenje, dijeljenje) i stepenovanje sa racionalnim eksponentom. Najjednostavnije algebarske funkcije su polinomi. U te funkcije spadaju i racionalne funkcije i iracionalne funkcije.

Transcedentne funkcije su funkcije čija se vrijednost ne može izračunati pomoću konačno mnogo aritmetičkih operacija i stepenovanjem sa racionalnim eksponentom. U transcedentne funkcije spadaju funkcije oblika 
[image: image239.wmf](
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, trigonometrijske funkcije i druge.

Veoma važna klasa funkcija su tzv elementarne funkcije. To su:

-
stepena funkcija 
[image: image240.wmf]yx
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;

-
eksponencijalna funkcija 
[image: image242.wmf]x
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;

-
logaritamska funkcija 
[image: image243.wmf]log
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;

-
trigonometrijske funkcije;

-
inverzne trigonometrijske funkcije;

i sve druge funkcije koje se mogu dobiti pomoću konačno mnogo aritmetičkih operacija i kompozicija ovih funkcija. 
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