Predavanja iz predmeta Poslovna matematika: X dio

U okviru desetog dijela predavanja predviđeno je da studenti savladaju slijedeće programske sadržaje:

1. Integracija nekih iracionalnih funkcija

2. Pojam određenog integrala i njegove osobine. Primjena određenog integrala.

3. Nesvojstveni integral.

4. Pojam diferencijalne jednačine. Diferencijalne jednačine sa razdvojenim promjenljivim.

X.1.
Integracija nekih iracionalnih funkcija

Ukoliko imamo integral oblika 
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su cijeli brojevi, tj. Integral kod kojeg se javljaju korijeni količnika linearnih funkcija, rješavamo ga smjenom 
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To ćemo ilustrirati pomoću slijedećih primjera.

Primjer 1.
Izračunati integral  
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Rješenje. U ovom integralu ćemo uvesti smjenu 
[image: image7.wmf]6

1

tx

=+

, 
[image: image8.wmf]5

6

dxtdt

=

, jer je NZS(2,3)=6  (u podintegralnoj funkciji imamo drugi i treći korjen), tako da dobijemo:
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Sljedeći korak je da podijelimo polinome u brojniku i nazivniku racionalne funkcije.  Rezultat dijelenja je polinom: 
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Integral na desnoj strani ćemo rastaviti na sumu dva integrala:
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gdje smo prvi integral riješili smjenom 
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Uvrštavajući ovo u integral 
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Na kraju je potrebno staviti 
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Izračunati integral  
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Rješenje. U integralu se promjenljiva 
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[image: image27.wmf](2,3,4)12

NZS

=

, to ćemo u integralu uvesti smjenu 
[image: image28.wmf]12

xt

=

, 
[image: image29.wmf]11

12

dxtdt

=

. Imamo

[image: image30.wmf]118

6433

3

4

1212

22

2

dxtt

dtdt

ttttt

xxx

==

++++

++

òòò

, 

gdje smo brojnik i nazivnik podijelili sa 
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Polinom u brojniku podintegralne funkcije je stpene većeg od polinoma u nazivniku, pa ćemo podijeliti polinome u brojniku i nazivniku. Nakon dijeljenja dobijamo
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Dakle,  imamo:
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Kako bi izračunali integral 
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 potrebno je nazivnik tog integrala rastaviti na proste faktore. Imamo 
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pri čemu kvadratni trinom na desnoj strani nije moguće dalje rastavljati, tako da  ćemo podintegralnu funkciju u integralu 
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pa nakon množenja sa (
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Izjednačavanjem odgovarajućih koeficijenata nakon množenja u prethodnoj jednakosti dobijamo sljedeći sistem jednačina:
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 Rješenje ovoga sistema je: 
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Sada je 


[image: image48.wmf]2

2

368

(1)(2)

tt

ttt

--

=

+-+
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Integral I2  rješavamo kao u 1.6.1. Kao prvo, odredimo konstante 
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Izjednačavanjem odgovarajućih koeficijenata dobijamo sistem jednačina: 
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Iz svega slijedi da je:  :
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Sada možemo dati konačno rješenje datog integrala (sjetimo se, 
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Intergal oblika 
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 rješavamo na isti način kao što smo rješavali integral oblika 
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Napomenimo da u nazivniku pod korijenom posmatramo trinom u obliku 
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 naprimjer negativan nije moguće izlučiti 
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 ispred korijena, jer u tom slučaju 
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 uopšte nije realan broj.

Primjer 3.
Riješi integral:  
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Rješenje.  Trinom 
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 ćemo svesti na kanonski oblik. Imamo:
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Sada imamo:
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Napomenimo da smo koristili ranije dobije rezultate, smatravši integral  
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 tabličnim integralom, kao i to da smo izraz unutar apsolutne vrijednosti preuredili, izvlačenjem faktora 
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Primjer 4.
Izračunati integral  
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Rješenje. Izraz pod korijenom u integralu je bikvadratna funkcija. Zbog toga je prirodno prvo pokušati uvesti smjenu 
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Sada ćemo trinom pod korijenom svesti na kanonski oblik. Imamo:
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Sada je:
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Na kraju, dobijamo da je 
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Integral oblika 
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tog stepena rješavamo metodom  Ostrogradskog, koja se satoji u sljedećem:

1.
Dati integral napišemo u obliku
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gdje je 
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Izraz (1) diferenciramo, a zatim pomnožimo sa  
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3.  Nakon množenja dobit ćemo jednakost dva polinoma na osnovu koje (izjednačavanjem koeficijenata uz odgovarajuće stepene) odredimo neodređene koeficijente polinoma 
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Ovu metodu ilustrovaćemo sa slijedeća dva primjera
Primjer 5.
Izračunati integral 
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2

31

1

xx

dx

xx

-+

++

ò

.

Rješenje. U brojniku podintegralne funkcije je polinom drugog stepena, pa ćemo za polinom s neodređenim koeficijentima uzeti polinom prvog stepena, tj. polinom 
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Diferenciramo posljednju jednakost i dobijemo:
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Nakon množenja  jednakosti sa 
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Sada grupišemo koeficijente na desnoj strani jednačine po stepenima promjenjive x:
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Izjednačavanjem  koeficijenata uz jednake stepene na lijevoj i desnoj strani dobijamo sistem jednačina:
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Rješenje ovog sistema je: 
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Sada imamo:
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Peimjer 6.
Izračunati integral  
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Rješenje. Podintegralnu funkciju ćemo napisati nešto drugačije: 
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pa sad možemo primijeniti metod Ostrogradskog. Dakle,
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 polinom trećeg stepena. Sada imamo:
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Diferencirajući ovaj izraz dobijamo:
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Nakon množenja jednakosti sa 
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Grupišući faktore na desnoj strani jednakosti sredimo po stepenima promjenljive 
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 dolazimo do jednakosti:
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Izjednačavajući  odgovarajuće koeficijente polinoma na lijevoj i desnoj strani jednakosti dobijemo sistem jednačina:
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Rješenje ovog sistema je:
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Uvrštavanjem dobijenih koeficijenata dobijamo


[image: image123.wmf]42

2

4

4

xx

dx

x

-

=

-

ò



 EMBED Equation.3  [image: image124.wmf]32

2

11

42

42

4

dx

xxx

x

æö

-+--

ç÷

èø

-

ò

.

Integral na desnoj strani je tablični, pa je rješenje našeg zadatka (nakon množenja posljednje jednakosti sa (-1)):
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Integral oblika 
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  rješavamo uvođenjem smjene
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Primjer 7.
Izračunati integral  
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Rješenje. U ovom integralu ćemo uvesti smjenu 
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Sada je 
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Dobijeni integral je integral kojeg ćemo riješiti metodom Ostrogradskog. Polinom u brojniku je stepena tri, pa ćemo za nepoznati polinom na desnoj strani uzeti polinom stepena dva. Imamo:
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Poslije diferenciranja  gornje jednakosti i množenja sa  
[image: image138.wmf]2
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Nakon izjednačavanja odgovarajućih koeficijenata polinoma na lijevoj i desnoj strani jednakosti dobijemo sistem jednačina:
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Rješenje ovog sistema je: 


[image: image141.wmf]1514

;;;

9545454

ABC

l

=-==-=-

.

Vrijednosti koeficijenata vratimo u polaznu jednakost.  Dobijamo: 
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Integral na desnoj strani rješavamo svođenjem na kanonski oblik, (kao u 1.5.2.) a zatim uvođenjem odgovarajuće smjene. Naime, 
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Sada imamo
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 EMBED Equation.3  [image: image146.wmf]
pri čemu je još potrebno umjesto 
[image: image147.wmf]t

 staviti 
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X. 2. Pojam određenog integrala i njegove osobine. Primjena određenog integrala.

X.2.1.
Definicija i osnovne osobine određenog integrala


Neka je ograničena funkcija 
[image: image149.wmf]f

definisana u zatvorenom intervalu 
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. Podijelimo interval 
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 Uzmimo proizvoljno 
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Ova suma zove se integralna suma.

Ako postoji  
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 i ako je konačan, za ma kakvu podjelu intervala 
[image: image158.wmf][
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  na podintervale oblika  (1), zvat ćemo ga određenim integralom u Riemannovom smislu funkcije 
[image: image159.wmf]f

 u granicama 
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Brojevi 
[image: image163.wmf]a
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 su granice integrala,  
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 zovemo  donjom granicom, a 
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 gornjom granicom.

U ovom slučaju kažemo da je funkcija 
[image: image167.wmf]f

integrabilna na odsječku 
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.

Može se pokazati da, ukoliko je funkcija 
[image: image169.wmf]f

 neprekidna na segmentu 
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]

b

a

,

, ona je na tom segmentu i integrabilna.

Određeni integral ima slijedeće osobine:

1°  Ukoliko se donja i gornja granica integracije podudaraju, određeni integral je jednak nuli, 
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2°  U određenom integralu možemo zamijeniti granice, ali uz izlučivanje minusa ispred integrala, odnosno, vrijedi
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3°  Ukoliko odaberemo tačku 
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 takvu da je 
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4° Ako je funkcija 
[image: image176.wmf]f

 parna, tj. vrijedi  
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5° Ako je funkcija 
[image: image179.wmf]f

 neparna, tj. 
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6° Ako je funkcija 
[image: image182.wmf]f

 neprekidna na segmentu  
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,  onda  na tom odsječku postoji neodređeni integral funkcije 
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, neka funkcija 
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Mi se nećemo mnogo baviti izračunavanjem određenog integrala na osnovu njegove definicije, jer postoje mnogo jednostavnije metode za izračunavanje određenog intergrala pomoću neodređenog. Ta metoda je data Newton-Laibnizovom formulom.

X.2.2.
Veza određenog i neodređenog integrala. Newton-Leibnizova formula

Veza između određenog i neodređenog integrala funkcije 
[image: image187.wmf]f

 na 
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 data je Newton-Leibnizovom formulom:
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Sada ćemo pokazati kako izračunavati određeni integral.

Primjer 1.
Izračunati integral 
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Rješenje. Ovaj integral ćemo izračunati primjenom Newton-Leibnizove formule. Imamo:
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Primjer 2.
Izračunati integral 
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Rješenje. Primjenom Newton-Leibnizove formule dobijamo:
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Napomenimo da je 
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X. 2.3.
Metode integracije u određenom integralu

1. Metoda smjene

Neka je funkcija 
[image: image196.wmf]f

neprekidna u intervalu 
[image: image197.wmf][

]

b

a

,

 i 
[image: image198.wmf])

(

t

x

j

=

 također neprekidna funkcija od 
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 u intervalu 
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. Pretpostavimo još i da je izvod 
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 funkcije 
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 neprekidna funkcija u intervalu 
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Kažemo da smo nezavisno promjenljivu 
[image: image209.wmf]x

 zamijenili nezavisno promjenljivom 
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Može se primijetiti da je smjena promjenljive u određenom integralu analogna smjeni promjenljive u neodređenom integralu, s tim što kod određenog integrala nije dovoljno funkciju 
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 izraziti preko nove promjenljive 
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, nego je potrebno promijeniti i granice integracije.

Primjer 3.
Izračunati integral  
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Rješenje. U ovom integralu ćemo uvesti smjenu 
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Potrebno je još promijeniti granice integracije. Za 
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2.
Metoda parcijalne integracije

Metoda parcijalne integracije kod određenog integrala, kao i kod neodređenog zasniva se na formuli 
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, koja sigurno vrijedi u slučaju da su funkcije 
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 i 
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 neprekidno diferencijabilne. Primjenom ove formule i Newton-Leibnizove formule dolazimo do sljedećeg zaključka:

ako funkcije u(x) i v(x) imaju neprekidne izvode u intervalu 
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Način odabira funkcija 
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 je isti kao u slučaju neodređenog integrala.

Primjer 4.
Izračunati integral  
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Rješenje. S obzirom da se u podintegralnoj funkciji javlja funkcija 
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Pri izračunavanju integrala 
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 podijelimo brojnik i nazivnik da dobijemo
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Sada je 
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X. 2.4.
Primjena određenog integrala

1. Izračunavanje površine likova u ravni
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Neka je data funkcija 
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Ukoliko funkcija 
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 nije nenegativna, površina omeđena lukom krive 
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Slika 1.


Određeni integral možemo koristiti i za izračunavanje površine između krivih 
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Slika 2.
[image: image522.emf]xycbay=g(x)y=f(x)

Primjer 5.
Izračunati površinu lika ograničenog lukom krive 
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Rješenje. Tražena površina je prikazana na slici 3.  Na osnovu formule date gore, imamo da je 
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Slika 3.

[image: image523.emf]xyx=1y=x+x+12x=-1

Primjer 6.
Izračunati površinu oblasti ograničene krivom 
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Rješenje.  Tražena površina je data na slici 4.  Vidimo da u ovom slučaju data funkcija nije nenegativna na posmatranom intervalu. Kako je funkcija na segmentu 
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Sada je 
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Dakle, tražena površina je 2.






Slika 4.
Primjer 7.
Izračunati površinu između parabole  
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Rješenje.  U ovom primjeru je  zgodno izraziti  promjenljivu 
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 kao funkciju od 
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Dakle, stavit ćemo 
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2. Primjena u ekonomiji

U ekonomiji je od interesa posmatrati količinu investicija kao akumulirani kapital tokom vremena. Kapital kojim neka kompanija raspolaže u određenom vremenskom trenutku 
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 označit ćemo sa 
[image: image298.wmf](

)

Kt

. Ukoliko sa 
[image: image299.wmf](

)

It
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 označili početni kapital.

Primjer 8. Ako je brzina pristizanja investicija 
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 tokom jedne godine, odrediti ukupan akumulirani kapital tokom 10 godina.

Rješenje. Na osnovu naprijed rečenog, imamo da je
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X.3. Nesvojstveni integral.
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X.3.1.
Integrali sa beskonačnim granicama
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U suprotnom (to jest ukoliko limes ne postoji ili je beskonačan) kažemo da integral (1) divergira. 
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Primjer 2.
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Primjer 3.
Izračunati površinu između krive 
[image: image355.wmf]2

x

yxe

-

=

 i 
[image: image356.wmf]x

-

ose.

Rješenje. Skicirajmo datu krivu. Funkcija 
[image: image357.wmf]2

x

yxe

-

=

 je neparna, 
[image: image358.wmf](

)

2

2

12

x

yex

-

¢

=-

, pa funkcija ima minimum za 
[image: image359.wmf]1

2

x

=-

, a maksimum za 
[image: image360.wmf]1

2

x

=

. Njen grafik je dat na slici 1. Kako je funkcija neparna, to je tražena površina jednaka dvostrukoj površini između krive i pozitivnog dijela 
[image: image361.wmf]x

-

ose. Dakle, 
[image: image362.wmf]2

0

2

x

Pxedx

¥

-

=

ò

. Izračunajmo nesvojstveni integral na desnoj strani. Imamo, nakon smjene 
[image: image363.wmf]2

tx

=

, 
[image: image364.wmf]1

2

xdxdt

=

:

[image: image525.emf]yx26-3


[image: image365.wmf]22

111

222

xttx

xedxedtee

----

==-=-

òò

, pa je za 
[image: image366.wmf]0

b

>



[image: image367.wmf](

)

(

)

222

0

0

11

1

22

b

xbb

xedxeee

---

=--=-

ò

. 

Kako 
[image: image368.wmf]0

x

e

-

®

 kada 
[image: image369.wmf]x

®+¥

, puštajući da 
[image: image370.wmf]b

®+¥

 dobijamo:

 
[image: image371.wmf](

)

22

0

11

lim1lim

22

b

xb

bb

xedxe

--

®+¥®¥

=-=

ò

.


Zbog toga je tražena površina 
[image: image372.wmf]1

21

2

P

=×=

.



















Slika 1.
Primjer 4.
Izračunati površinu između krive 
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X.3.2.
Integral neograničene funkcije 
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Analogno, ukoliko je funkcija 
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Ukoliko je funkcija 
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Napomenimo da je u ovom slučaju nužno da oba limesa na desnoj strani postoje i konačna su.

Ukoliko je funkcija 
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Primjer 5.
Ispitati konvergenciju integrala 
[image: image421.wmf]1

0

dx

x

ò

 i ukoliko konvergira izračunati ga.
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Primjer 6.
Ispitati konvergenciju integrala 
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Rješenje. Podintegralna funkcija 
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Primjer 7.
Ispitati konvergenciju integrala 
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[image: image434.wmf](

)

(

)

2

3

1

1

fx

x

=

-

 je neograničena u okolini tačke 
[image: image435.wmf]1

x

=

 koja je unutar intervala 
[image: image436.wmf](

)

2,2

-

, pa ćemo posebno posmatrati integrale 
[image: image437.wmf](

)

1

2

3

2

1

dx

x

-

-

ò

 i 
[image: image438.wmf](

)

2

2

3

1

1

dx

x

-

ò

. Za 
[image: image439.wmf]0

e

>

 je:


[image: image440.wmf](

)

(

)

(

)

1

1

1/3

333

2/3

000

2

2

limlim31lim3333

1

dx

x

x

e

e

eee

e

-

-

¯¯¯

-

-

=-=×-+=

-

ò

.


[image: image441.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

1/3

3

2/3

000

1

1

limlim31lim313

1

dx

x

x

eee

e

e

e

¯¯¯

+

+

=-=×-=

-

ò

.

S obzirom na to da su oba integrala 
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X.4. Pojam diferencijalne jednačine. Diferencijalne jednačine sa razdvojenim promjenljivim.
X.4.1. Pojam diferencijalne jednačine
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 proizvoljna konstanta. Vidimo da to rješenje predstavlja jednoparametarsku familiju krivih. Ukoliko tražimo krivu koja će prolaziti kroz neku određenu tačku, 
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 možemo odrediti vrijednost parametra 
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. Na taj način određujemo partikularno rješenje jednačine koje prolazi kroz tačku 
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Ukoliko je diferencijalna jednačina drugog reda, njeno opšte rješenje je dato u obliku 
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 proizvoljne realne konstante. Ovo rješenje je dvoparametarska familija krivih. Ukoliko tražimo krivu koja prolazi kroz tačku 
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 možemo odrediti konstante 
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. To znači da je sa dva navedena uslova određeno partikularno rješenje jednačine drugog reda. Mi ćemo se ograničiti na rješavanje specijalnih oblika jednačina prvog i drugog reda.

X.4.2.
Diferencijalne jednačine prvog reda sa razdvojenim promjenljivim
Diferencijalnu jednačinu prvog reda nazivamo jednačinom sa razdvojenim promjenljivim ukoliko se ona može napisati u obliku 
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Pretpostavimo da je 
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Ukoliko postoje integrali 
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Napomenimo da je svako rješenje jednačine (2), napisano u obliku (3) ujedno rješenje jednačine (1). Međutim, ukoliko je 
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 rješenje jednačine (1), koje ne možemo dobiti iz (3). Način rješavanja diferencijalih jednačina sa razdvojenim promjenljivim ilustrovat ćemo slijedećim primjerima.
Primjer 1.
Naći onu integralnu krivu jednačine 
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Rješenje. Datu jednačinu možemo napisati u obliku:
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Sada je očigledno da je data jednačina jednačina u kojoj se promjenljive mogu razdvojiti, pa nakon razdvajanja imamo:
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Kada integralimo obje strane jednakosti dobijamo:
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 konstanta, 
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Kao što vidimo, opšte rješenje jednačine zavisi od jednog parametra, jer je jednačina prvog reda. 

Nađimo sada partikularno rješenje koje prolazi kroz tačku 
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Primjer 2.
Naći opšte rješenje jednačine  
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Rješenje. Data jednačina je definisana za 
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 možemo je napisati u obliku sa razdvojenim promjenljivim:
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Nakon integracije lijeve i desne strane imamo:
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Integral na lijevoj strani jednakosti možemo izračunati uvođenjem smjene 
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Integral na desnoj strani možemo izračunati koristeći se rastavom funkcije 
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Nakon množenja sa 
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Vidimo da je opšte rješenje jednačine dato sa:
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