Predavanja iz predmeta Poslovna matematika: VII dio

U okviru sedmog dijela predavanja predviđeno je da studenti savladaju slijedeće programske sadržaje:

1. Pojam realne funkcije dvije i više realnih promjenljivih. Oblast definisanosti i grafik realne funkcije dvije realne promjenljive.
2. Nivo linije realne funkcije dvije realne promjenljive. Izokvanta i kriva indiferencije.

3. Pojam parcijalnog izvoda prvog reda funkcije dvije promjenljive. Geometrijsko značenje parcijalnog izvoda. 

4. Značenje parcijalnog izvoda funkcije više promjenljivih u ekonomiji. Marginalna (granična) produktivnost i marginalni (granični) proizvod.

5. Diferencijal prvog reda funkcije dvije promjenljive i njegova primjena u ekonomiji.

6. Izvodi i diferencijali višeg reda funkcije dvije promjenljive.

VII. 1. Pojam realne funkcije dvije i više realnih promjenljivih. Oblast definisanosti i grafik realne funkcije dvije realne promjenljive.
VII. 1. 1. Pojam realne funkcije dvije i više realnih promjenljivih.

Prije nego definišemo što bi to bila funkcija više realnih promjenljivih, sjetimo se definicije funkcije. Funkcija [image: image407.wmf](
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 koja preslikava neprazan skup 
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 u neprazan skup 
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 je pravilo po kome se svakom elementu 
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 skupa 
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 pridružuje tačno jedan elemenat (
[image: image6.wmf](
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) skupa 
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. Kada je [image: image8.wmf]X
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, posmatrana funkcija je realna funkcija jedne realne promjenljive. Međutim, skup 
[image: image10.wmf]X

 može biti podskup skupa 
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, na primjer, a 
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. Kako su elementi skupa 
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, u tom slučaju uređeni parovi, tada je funkcija 
[image: image14.wmf]f

 pravilo po kome se svakom uređenom paru realnih brojeva iz 
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 pridružuje tačno jedan realan broj iz 
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. U tom slučaju 
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 je realna funkcija dvije realne promjenljive.  Ukoliko je 
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, tada je funkcija [image: image20.wmf]:
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 realna funkcija 
[image: image21.wmf]n

 realnih promjenljivih, jer su elementi skupa 
[image: image22.wmf]X

 u tom slučaju uređene 
[image: image23.wmf]n

-torke realnih brojeva.
Mi ćemo se uglavnom baviti funkcijama dvije promjenljive i nešto manje funkcijama tri realne promjenljive.

VII. 1. 2. Oblast definisanosti i grafik realne funkcije dvije realne promjenljive.
Mi ćemo u daljem smatrati da je 
[image: image24.wmf](
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 realna funkcija dvije realne promjenljive, koja je data nekim analitičkim izrazom. Drugim riječima, smatrat ćemo da je 
[image: image25.wmf](

)

,

fxy

 analitički izraz koji sadrži varijable 
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 i 
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Oblast definisanosti realne funkcije 
[image: image28.wmf](
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 dvije realne promjenljive (
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 i 
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) je neki podskup 
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 u ravni 
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, koji se sastoji od svih uređenih parova [image: image33.wmf](
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 za koje je analitički izraz 
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dobro definisan.
Kada smo posmatrali funkciju jedne promjenljive, vidjeli smo da je grafik funkcije jedne promjenljive neka kriva u ravni. Ta kriva je zapravo bila skup tačaka oblika 
[image: image35.wmf](
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, gdje je 
[image: image36.wmf]x

 prolazio skupom svih realnih brojeva za koje je data funkcija bila definicana.
Analogno, grafik funkcije dvije promjenljive je skup uređenih trojki oblika 
[image: image37.wmf](
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 pripada oblasti definisanosti 
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 funkcije 
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Skup tih uređenih trojki predstavlja neku površ u prostoru. Pogledajmo to na slijedećem primjeru:
Primjer 1. Neka je data funkcija 
[image: image41.wmf](
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. Odredimo oblast definisanosti date funkcije i pogledajmo koja površ u prostoru je njen grafik.

Data funkcija je definisana ukoliko je izraz ispod korijena nenegativan, tj. ukoliko je 
[image: image42.wmf]22
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. Ova nejednakost je ekvivalentna sa nejednakošću 
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. Ukoliko se sjetimo da je sa 
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 data jednačina kružnice sa centrom u koordinatnom početku i poluprečnikom 1, tada vidimo da je skup svih tačaka [image: image45.wmf](
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 koje zadovoljavaju nejednakost 
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 unutrašnja oblast centralne jedinične kružnice. Ta oblast je oblast definisanosti naše funkcije.

Grafik naše funkcije predstavlja gornju polovinu lopte s centrom u koordinatnom početku 
[image: image48.wmf](
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 i poluprečnikom 1.
Primjer 2. Funkcija 
[image: image49.wmf](
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 je definisana za sve 
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, a njen grafik je ravan u prostoru 
[image: image51.wmf]3
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Primjer 3. Jedna od veoma važnih funkcija dvije promjenljive koja se javlja u ekonomiji je tzv. Cobb-Douglasova funkcija proizvodnje. To je funkcija koja nam daje zavisnost količine proizvodnje 
[image: image52.wmf]Q

 od uloženog rada 
[image: image53.wmf]L

 i kapitala 
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. Ova funkcija je oblika
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 neka fiksna konstanta, a 
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 je dati parametar. Ekonomsko značenje parametra 
[image: image58.wmf]a

 je slijedeće: ukoliko se u proizvodnju uloži 1% više rada, tada će se nivo proizvodnje povećati za približno 
[image: image59.wmf]%
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. Ukoliko se u proizvodnju uloži 1% više kapitala, nivo proizvodnje će se povećati za približno 
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Oblast definisanosti funkcije 
[image: image61.wmf](
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 je skup svih uređenih parova 
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 takvih da je 
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. Grafik funkcije proizvodnje dat je na slici 1.
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Slika 1
VII. 2. Nivo linije realne funkcije dvije realne promjenljive. Izokvanta i kriva indiferencije.

Posmatrajmo Cobb-Douglasovu funkciju proizvodnje [image: image66.wmf](
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, kod koje je 
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, tj. funkciju 
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. Pretpostavimo da nas zanima koja kombinacija rada i kapitala nam je potrebna da bismo proizveli 24500 jedinica proizvoda. To ćemo odrediti tako što postavimo jednačinu:
[image: image1.wmf]:
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, odakle, nakon skraćivanja i kubiranja, dobijamo da je 
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, odnosno [image: image72.wmf]6
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. Dakle, svaka kombinacija rada i kapitala koja zadovoljava ovu jednačinu nam omogućava proizvodnju od 24500 jedinica proizvoda. Sa 
[image: image73.wmf]6
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 je data varijabla 
[image: image74.wmf]K

 kao funkcija varijable 
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. Ovu funkciju smo prikazali na grafiku na slici 2. 
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Slika 2

Ukoliko želimo da povećamo proizvodnju, očigledno je da moramo uložiti više rada i kapitala. Tako, na primjer ukoliko želimo uduplati proizvodnju na 49000 jedinica proizvoda, tada nam svaka kombinacija rada i kapitala koja zadovoljava relaciju 
[image: image76.wmf]6

2

10

8

K

L

=×

 omogućava da prizvedemo 49000 jedinica proizvoda. Grafik funkcije 
[image: image77.wmf]6
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 je također prikazan na slici 2. Primijetimo da se grafik funkcije koji odgovara većem nivou proizvodnje nalazi "iznad" grafika funkcije koji odgovara nivou proizvodnje od 24500 jedinica proizvoda.
Općenito, ukoliko želimo da za datu funkciju proizvodnje 
[image: image78.wmf](
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 postignemo nivo proizvodnje od 
[image: image79.wmf]1
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 jedinica proizvoda, tada svaka kombinacija rada i kapitala koja zadovoljava jednačinu 
[image: image80.wmf]1
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 omogućava postizanje tog nivoa proizvodnje. Iz ove jednačine moguće je odrediti 
[image: image81.wmf]K

 kao funkciju od 
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, konstante 
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 i željenog nivoa proizvodnje 
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. Dobijena funkcija zove se izokvanta, za dati nivo proizvodnje. Ukoliko želimo da povećamo proizvodnju na nivo od 
[image: image85.wmf]2
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 jedinica proizvoda, tada rješavanjem jednačine 
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 možemo odrediti izokvantu za nivo proizvodnje od 
[image: image87.wmf]2
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 jedinica proizvoda. Ukoliko ove izokvante prikažemo grafički, vidjet ćemo da se one ne sijeku i da je druga izokvanta "iznad" prve.
Izokvanta je specijalan slučaj tzv. nivo linije funkcije dvije promjenljive.

Nivo linija funkcije 
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 (gdje je 
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 neka konstanta) je funkcija jedne promjenljive implicitno zadana jednačinom 
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. U nekim slučajevima je iz jednačine 
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 moguće eksplicitno odrediti 
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 kao funkciju od 
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, dok u nekim drugim to nije moguće. Grafici nivo linija za dva različita nivoa se ne sijeku.

Još jedan specijalan slučaj nivo linije funkcije dvije promjenljive koji se javlja u ekonomiji je kriva indiferencije. Ranije smo vidjeli da kriva indiferencije predstavlja krivu sa osobinom da je potrošač jednako zadovoljan svakom kombinacijom 
[image: image95.wmf](
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 koje se nalaze na toj krivoj. Zapravo, kriva indiferencije je nivo linija funkcije zadovoljstva potrošača 
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 data funkcija zadovoljstva potrošača dobrima 
[image: image100.wmf]x

 i 
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, tada je jedna kriva indiferencije npr. nivo linija ove funkcije zadovoljstva na nivou zadovoljstva 
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, odakle, nakon rješavanja dobijamo da je 
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. Za vježbu nacrtajte grafik ove funkcije za 
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2

x

>

  i uvjerite se da je on upravo onog oblika koji se očekuje od krive indiferencije.
VII. 3. Pojam parcijalnog izvoda prvog reda funkcije dvije promjenljive. Geometrijsko značenje parcijalnog izvoda. 

Prije nego uvedemo pojam parcijalnog izvoda funkcije dvije promjenljive, sjetimo se definicije prvog izvoda funkcije jedne promjenljive. Ukoliko je data funkcija 
[image: image106.wmf]()

yfx

=

, definisana u okolini tačke 
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[image: image109.wmf]0

x
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. Vrijednost tog limesa je prvi izvod funkcije 
[image: image111.wmf]f

 u tački 
[image: image112.wmf]0
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. Također smo vidjeli da prvi izvod funkcije predstavlja brzinu kojom se funkcija mijenja u nekoj tački.
Ukoliko je data funkcija dvije promjenljive 
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, tada možemo odrediti brzinu promjene te funkcije u okolini neke tačke 
[image: image114.wmf]00

(,)

xy

, po svakoj od promjenljivih na slijedeći način:

1. Ukoliko želimo da odredimo brzinu promjene naše funkcije u odnosu na promjenu varijable 
[image: image115.wmf]x

, tada ćemo fiksirati varijablu 
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Ukoliko ovaj limes postoji, tada je po definiciji taj imes jednak prvom parcijalnom izvodu funkcije 
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2. Analogno, ukoliko želimo da odredimo brzinu promjene naše funkcije u odnosu na promjenu varijable
[image: image123.wmf]y

, tada ćemo fiksirati varijablu
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, tj. smatrat ćemo da je
[image: image125.wmf]0

xx

=

, i ispitati da li postoji (i čemu je jednak) limes


[image: image126.wmf]0000

0

(,)(,)

lim

y

fxyyfxy

y

D®

+D-

D

.

Ukoliko ovaj limes postoji, tada je po definiciji taj imes jednak prvom parcijalnom izvodu funkcije 
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Kada smo govorili o geometrijskom značenju prvog izvoda funkcije jedne promjenljive, vidjeli smo da egzistencija prvog izvoda funkcije 
[image: image131.wmf]f

 u tački 
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 sa pozitivnim dijelom 
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Primjer 1. Odredimo parcijalne izvode po varijablama 
[image: image138.wmf]x
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Dakle, smatrali smo da je 
[image: image142.wmf]y

 konstanta i određivali izvod po 
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. Analogno je
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Pogledajmo sada šta geometrijski predstavlja prvi parcijalni izvod funkcije dvije promjenljive. Pretpostavimo da imamo funkciju 
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 i po 
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 predstavlja neku površ 
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 u prostoru 
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 dat grafik neke krive 
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 dat grafik neke krive 
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 koja također leži na površi 
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 (obje krive su prikazane na slici 3.).

[image: image390.wmf]6

2

10

8

K

L

=×

[image: image391.wmf]2

a


[image: image160.emf](x

0

,y)

0

S

y

z

k

2

M

x

t

1

t

2

k

1

O

x

0

y

0


Slika 3

Činjenica da postoji prvi parcijalni izvod u tački 
[image: image161.wmf](
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VII. 4. Značenje parcijalnog izvoda funkcije više promjenljivih u ekonomiji. Marginalna (granična) produktivnost i marginalni (granični) proizvod.

Vidjeli smo da prvi izvod funkcije jedne promjenljive u ekonomiji predstavlja tzv. graničnu ili marginalnu funkciju date ekonomske funkcije. Analogno tome, ukoliko imamo neku ekonomsku funkciju dvije promjenljive (npr. količinu proizvodnje kao funkciju rada i kapitala ili ukupan prihod kao funkciju troškova proizvodnje i količine proizvodnje) tada možemo smatrati da se jedna promjenljiva nalazi na istom nivou i posmatrati kako se mijenja naša funkcija s promjenom druge promjenljive. Brzina te promjene je marginalna funkcija date funkcije, a ona zapravo predstavlja prvi parcijalni izvod te funkcije po posmatranoj promjenljivoj. To ćemo detaljnije objasniti na primjeru Cobb-Douglasove funkcije proizvodnje  [image: image175.wmf](

)

1

,

QQLKALK

aa

-

==××

.
Ukoliko pretpostavimo da je u nekom kraćem vremenskom intervalu uloženi kapital 
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 dovest će do povećanja proizvodnje za neku količinu 
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 granična produktivnost faktora 
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 (u slučaju da je kapital konstantan). S druge strane, vidimo da je [image: image184.wmf]'
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 prvi parcijalni izvod funkcije proizvodnje po varijabli 
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. Dakle, granična produktivnost proizvodnog faktora 
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 je prvi parcijalni izvod  funkcije proizvodnje po varijabli 
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Ukoliko pretpostavimo da je u nekom kratkom vremenskom intervalu uloženi rad 
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, tada je porast proizvodnje po jedinici porasta ulaganja faktora kapitala 
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 prvi parcijalni izvod funkcije proizvodnje po varijabli 
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Odavde vidimo da je marginalna produktivnost faktora 
[image: image201.wmf]L

 jednaka proizvodu broja 
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 i prosječne produktivnosti.

Marginalni proizvod faktora 
[image: image203.wmf]K

 jednak je


[image: image204.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

111

'111

QLQ

AKLAKLA

LKK

a

aaaa

aaa

---

¶

æö

=××=×-×=-=-

ç÷

¶

èø

.

Vidimo da je marginalni proizvod faktora 
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jednak proizvodu broja 
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VII. 5. Diferencijal prvog reda funkcije dvije promjenljive i njegova primjena u ekonomiji.

VII. 5. 1. Pojam diferencijala prvog reda funkcije dvije promjenljive.
Kada smo govorili o diferencijalu funkcije jedne realne promjenljive vidjeli smo da je diferencijal 
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Kod funkcija dvije promjenljive razlikovat ćemo tzv. parcijalni diferencijal i totalni diferencijal. Neka je 
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[image: image213.wmf]y

 konstantna, tada promjenu funkcije 
[image: image214.wmf]z

 po varijabli 
[image: image215.wmf]x

 označavamo sa 
[image: image216.wmf]x

z

D

 i ta promjena je približno jednaka parcijalnom diferencijalu prvog reda po 
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Ukoliko smatramo da je promjenljiva 
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Uoliko želimo da mjerimo približnu promjenu funkcije 
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 kada se mijenjaju obje varijable, tada će ta promjena biti jednaka sumi promjena funkcije kada se mijenja samo 
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Za funkciju 
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 dvije promjenljive kažemo da je diferencijabilna u tački 
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Napomenimo da se može dogoditi da psotoje prvi parcijalni izvodi funkcije u tački 
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Teorem 1. Ukoliko postoje prvi parcijalni izvodi funkcije 
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Primjer 2. Odredimo totalni diferencijal prvog reda funkcije 
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Kao prvo, odredit ćemo prve parcijalne izvode date funkcije po 
[image: image261.wmf]x

 i po 
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Analogno je
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Dakle,
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VII. 5. 2. Primjena diferencijala prvog reda funkcije dvije promjenljive u ekonomiji.
Pogledajmo sada, na primjeru Cobb-Douglasove funkcije proizvodnje kako se diferencijal prvog reda funkcije dvije promjenljive može primijenjivati u ekonomiji.
Kao prvo, odredit ćemo totalni diferencijal prvog reda Cobb-Douglasove funkcije proizvodnje 
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. S obzirom da smo u prethodnom paragrafu izračunali prve parcijalne izvode ove funkcije po varijablama 
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Također znamo da je ukupna promjena količine proizvodnje 
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 približno jednaka [image: image271.wmf]dQ

, za male promjene rada i kapitala.
1. Ukoliko želimo da održimo isti razinu proizvodnje, tj. ukoliko se količina proizvodnje ne mijenja, tada je [image: image272.wmf]dQ
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(*)
Posljednja jednakost je veoma važna jer pokazuje kako supstituirati proizvodne faktore, a da to ne utiče na razinu proizvodnje. Vrijednost količnika diferencijala 
[image: image275.wmf]dK
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, koja je približno jednaka količniku [image: image276.wmf]K
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 u ovom slučaju, zove se granična stopa tehnološke supstitucije. Granična stopa supstitucije nam govori da ukoliko jedan proizvodni faktor povećamo za određeni postotak, tada drugi proizvodni faktor možemo smanjiti za dređeni postotak, tako da vrijedi jednakost (*). Granična stopa supstitucije je negativna jer, ukoliko je, na primjer [image: image277.wmf]K
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 pozitivno (to znači da smo uložili više kapitala) tada, da bi ostali na istom nivou proizvodnje, ulaganje u rad možemo smanjiti, tako da je 
[image: image278.wmf]L
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 negativno, i takvo je da vrijedi relacija (*).
2. Pogledajmo sada kako odrediti najoptimalniju kombinaciju ulaganja u rad i kapital, koja će nam pri datom budžetu omogućavati maksimalan mogući nivo proizvodnje.
Pretpostavimo da su nam poznate cijene proizvodnih faktora rada i kapitala i neka su to 
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 zadana kombinacija rada i kapitala koju možemo pri ovom budžetu uložiti u proizvodnje. Ukoliko ovu jednačinu napišemo nešto drugačije, tako što je podijelimo sa 
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 i ostavimo samo varijablu 
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 na lijevoj strani imamo: 
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[image: image286.wmf]L

 i ordinatom 
[image: image287.wmf]K

 koja se zove prava budžeta. Ova prava siječe 
[image: image288.wmf]L

-osu u tački 
[image: image289.wmf]L

T

p

, a 
[image: image290.wmf]K

-osu u tački 
[image: image291.wmf]K

T

p

 i prikazana je na slici 4. 
[image: image392.wmf]1

a


[image: image292.emf]O

K L


Slika 4
Ukoliko se smanji cijena jednog proizvodnog faktora, npr. rada sa 
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 na 
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, tada smo pri istom budžetu u mogućnosti proizvesti veću količinu proizvoda, a sama prava budžeta se pomijera prema gore, jer je tačka presjeka prave bužeta sa 
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. Druga prava budžeta je također prikazana na slici 4.
Vratimo se sada našem početnom problemu, određivanja optimalne kombinacije rada i kapitala pri datom budžetu. Optimalna kombinacija se, očigledno postiže onda kada je prava budžeta tangenta na izokvantu. Na izokvanti je 
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 jednačina izokvante, granična stopa supstitucije je zapravo prvi izvod od 
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 kao funkcije od 
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. Kako je optimalna izokvanta upravo ona čija tangenta je prava budžeta, u tački dodira je koeficijent pravca tangente jednak prvom izvodu od 
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 kao funkcije od 
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. S obzirom da je koeficijent pravca tangente zapravo koeficijent pravca prave budžeta (koji je jednak 
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Odavde slijedi da je 
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, pa možemo reći da se optimalna kombinacija proizvodnih faktora ostvaruje onda kada je odnos graničnog proizvoda svakog pojedinog faktora i njegove cijene jednak za sve faktore proizvodnje. Ova tvrdnja vrijedi i ukoliko je funkcija proizvodnje funkcija više od dva faktora proizvodnje.

Na slici 4. prikazali smo izokvante na nivou proizvodnje [image: image308.wmf]1
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 (vidimo da je njena tangenta upravo prava budžeta). Druga izokvanta predstavlja maksimalan nivo proizvodnje koji možemo postići uz isti budžet, pri čemu je sad cijena proizvodnog faktora rada niža i iznosi 
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3. Pretpostavimo sada da imamo dva dobra 
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 koja se mogu supstituirati i neka je 
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 funkcija zadovoljsva potrošača tim dobrima. Ukoliko su cijene dobara 
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 koja bi potrošaču pružala maksimalan nivo zadovoljstva. U ovom slučaju, prava budžeta bila bi tangenta na krivu indiferencije.
VII. 6. Izvodi i diferencijali višeg reda funkcije dvije promjenljive.

VII. 6. 1. Izvodi višeg reda funkcije dvije promjenljive
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Iz navedenog, vidimo da, u principu, postoje četiri različita parcijalna izvoda drugog reda funkcije dvije promjenljive. Međutim, na osnovu slijedeće teoreme moći ćemo zaključiti da su, u većini primjena funkcija dvije promjenljive u ekonomiji tzv. mješoviti parcijalni izvodi (oni po 
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Teorem 2. Neka funkcija 
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Na analogan način možemo definisati i parcijalne izvode višeg reda, kao parcijalne izvode parcijalnih izvoda reda za jedan manjeg. Na primjer treći izvod funkcije 
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VII. 6. 2. Diferencijali višeg reda funkcije dvije promjenljive
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Ukoliko su mješoviti izvodi jednaki, dobijamo
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Za funkciju 
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 kažemo da je dva puta diferencijabilna u tački 
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 diferencijabilna u toj tački.

Na potpuno analogan način definiše se diferencijal trećeg reda itd.
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