Predavanja iz predmeta Poslovna matematika: XI dio

U okviru jedanaestog dijela predavanja predviđeno je da studenti savladaju slijedeće programske sadržaje:

1. Homogene diferencijalne jednačine prvog reda.

2. Linearne diferencijalne jednačine prvog reda. Dinamika tržišta jednog proizvoda.

3. Bernoullieva diferencijalna jednačina. 
4. Diferencijalne jednačine drugog reda sa konstantnim koeficijentima.

XI.1.
Homogene diferencijalne jednačine prvog reda
Diferencijalna jednačina prvog reda je homogena ukoliko se može napisati u obliku 
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Homogene diferencijalne jednačine rješavamo tako što ih svodimo na diferencijalne jednačine sa razdvojenim promjenljivim uvođenjem nove nepoznate funkcije 
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Pokažimo način rješavanja homogenih diferencijalnih jednačina na slijedećim primjerima.
Primjer 1.
Naći opšte rješenje jednačine  
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Rješenje. Nakon dijeljenja sa 
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, odnosno, nakon dijeljenja sa 
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Desna strana jednakosti je funkcija od 
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 pa vidimo da je jednačina homogena.

Uvedimo novu nepoznatu funkciju 
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Nakon razdvajanja promjenljivih i integracije dobijamo:
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Stavljajući 
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, vidimo da je opšte rješenje jednačine dato sa :
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Primjer 2.
Naći ono partikularno rješenje jednačine 
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Rješenje. Posmatrat ćemo samo slučaj  
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, jer nas interesuje ona integralna kriva koja prolazi kroz tačku 
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Kako je desna strana jednačine funkcija od 
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Nakon razdvajanja promjenljivih i integracije dobijamo
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 dobijamo opšte rješenje za slučaj 
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Uvrštavanjem vrijednosti 
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Primjer 3.
Naći onu integralnu krivu jednačine 
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Rješenje. Jednačina je definisana za 
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Uvođenjem nove nepoznate funkcije 
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 jednačina postaje:
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, pa nakon sređivanja, razdvajanja promjenljivih i integraljenja dobijamo:
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Integral na desnoj strani se može riješiti uvođenjem smjene 
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. Nakon rješavanja integrala na obje strane posljednje jednakosti dobijamo opšte rješenje jednačine u obliku:
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Uvrštavajući vrijednosti 
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 u opšte rješenje jednačine dobijamo da je
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XI.2. Linearne diferencijalne jednačine prvog reda. Dinamika tržišta jednog proizvoda.
XI.2.1. Linearne diferencijalne jednačine prvog reda.

Diferencijalna jednačina prvog reda 
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 je linearna ukoliko je ona linearna posmatrana kao funkcija od 
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gdje su 
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 neprekidne funkcije definisane na nekom intervalu.
Opšte rješenje linearne  jednačine napisane u obliku (1) je dato sa:
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(2)

Primjer 1. Naći partikularno rješenje rješenje diferencijalne jednačine 
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 koje prolazi kroz tačku 
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Rješenje.

Očigledno je da je data jednačina linearna po 
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Ovako napisana jednačina je oblika (1), gdje je
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pa je njeno rješenje dato sa (2).

Odredimo prvo integrale koji se javljaju u (2). Imamo:
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Nas zanima ona integralna kriva jednačine koja prolazi kroz tačku 
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Nakon diferenciranja imamo:
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Množenjem sa 
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Uvrštavanjem izračunatih integrala u opšte rješenje dato sa (2) imamo:
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Ukoliko u opšte rješenje uvrstimo 
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Primjer 2. Naći opšte rješenje diferencijalne jednačine:  
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Rješenje. Očigledno je data jednačina linearna po 
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, pa ćemo je napisati u obliku (1).
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Odredimo integrale koji se javljaju u (2):
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Posljednji integral možemo izračunati uvođenjem smjene 
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Primjer 3. Odrediti integralnu krivu jednačine 
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Rješenje. Data jednačina je linearna po 
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Sada je  
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Vidimo da je opšte rješenje jednačine dato sa: 
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Uvrštavajući 
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XI.2.2. Dinamika tržišta jednog proizvoda.

Da bismo pokazali kako se diferencijalne jednačine koriste u ekonomiji, posmatrat ćemo primjer tržišta jednopg proizvoda.
Ukoliko bismo se bavili statičkom analizom,odnosno analizom ravnoteže, posmatrali bismo smo zakone ponude i potražnje za tim proizvodom u određenom, fiksnom vremenskom trenutku i određivali ekvilibrium, tj. ravnotežno stanje modela tako što smo izjednačavali nivo ponude i potražnje za proizvodom i određivali ravnotežnu cijenu. Ukoliko je sa 
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 dat zakon ponude tog proizvoda, tada će trežište biti u ravnoteži ukoliko je 
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 (to se lako vidi rješavanjem jednačine 
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Međutim, cijena nekog proizvoda se prilagođava zahtjevima tržišta i teško je očekivati da ćemo u početnom vremenskom trenutku 
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, kada proizvod izlazi na tržište toliko dobro procijeniti situaciju na tržištu i odrediti njegovu početnu cijenu 
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 koja će biti jednaka ravnotežnoj cijeni. Mnogo je vjerovatnije da će se početna cijena 
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 prilagođavati uvjetima tržišta tokom vremena, tako da je, s obzirom da se bavimo dinamičkom analizom, cijena našeg proizvoda zapravo funkcija vremena 
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, što znači da su i ponuda i potražnja za tim proizvodom također funkcije vremena. Sada možemo sebi postaviti slijedeće pitanje: Ukoliko imamo dovoljno vremena za prilagođavanje uslovima tržišta, da li će cijena našeg prizvoda težiti ravnotežnoj cijeni 
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Da bismo odgovorili na ovo pitanje moramo odrediti 
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 mijenja tokom vremena. Neka je u početnom vremenskom trenutku 
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 cijena proizvoda bila 
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. Opravdano je pretpostaviti da je brzina promjene cijene proizvoda proporcionalna razlici 
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 između potražnje i ponude za tim proizvodom, pri čemu je konstanta proporcionalnosti te promjene pozitivna (jer, ukoliko je potražnja veća od ponude cijena će rasti, a ukoliko je situacija obratna cijena će opadati). Sjetimo se da brzinu promjene neke funkcije predstavlja prvi izvod te funkcije, tako da je brzina promjene funkcije 
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 te funkcije. Činjenicu da je ta brzina proporcionalna razlici 
[image: image144.wmf]ds

QQ

-

 možemo zapisati kao
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(*)
gdje je konstanta proporcionalnosti 
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 neki pozitivan broj, kojeg još nazivamo i koeficijent prilagođavanja. Uvjet (*) nam daje slijedeću jednačinu:
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Rješenje ove diferencijalne jednačine dato je sa:
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Ostalo je još da odredimo konstantu 
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Vidimo da  je kretanje cijene jednog proizvoda na tržištu, uz pretpostavku da je brzina promjene cijene proizvoda proporcionalna razlici 
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 između potražnje i ponude za tim proizvodom dato funkcijom
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S obzirom da je koeficijent prilagođavanja 
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, što znači da će se cijena našeg prizvoda težiti ravnotežnoj cijeni, tj. ekvilibriumu.
Zbog  toga kažemo da je ovaj ekvilibrium dinamički stabilan.

Postoje dva različita načina približavanja ekvilibriumu, u zavisnosti od toga da li je 
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XI.3. Bernoullieva diferencijalna jednačina. 

Jednačinu oblika
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gdje su 
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 date funkcije neprekidne na nekom intervalu, nazivamo Bernoulli-evom diferencijalnom jednačinom.

Ukoliko je 
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 jednačina postaje linearna, dok za 
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 postaje jednačina u kojoj se promjenljive mogu razdvojiti.

Datu jednačinu oblika (1) podijelimo sa 
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 Datu jednačinu možemo svesti na linearnu uvođenjem smjene
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Dobijena linearna jednačina je oblika:
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Način rješavanja Bernoullieve diferencijalne jednačine objasnićemo na slijedećim primjerima.
Primjer 1.
Naći opšte rješenje diferencijalne jednačine  
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Nakon množenja sa 
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Opšte rješenje je dato sa 
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što se jednostavno dobije uvođenjem smjene 
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Opšte rješenje naše linearne jednačine je:
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Primjer 2.
Naći opšte rješenje diferencijalne jednačine 
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Rješenje. Dijeljenjem date jednačine sa  
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Vidimo da je data jednačina Bernoullieva, sa 
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Uvedimo smjenu promjenljivih sa 
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Opšte rješenje ove jednačine je dato sa 
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Opšte rješenje linearne jednačine je:
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Nađimo sada partikularno rješenje. Uvrstimo 
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Dakle, partikularno rješenje je 
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Primjer 3.
Naći opšte rješenje diferencijalne jednačine  
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Rješenje. Data jednačina je Bernoullieva, za 
[image: image224.wmf]2

3

=

n

. Podijelimo je sa 
[image: image225.wmf]2

3

xy

. Imamo:


[image: image226.wmf]x

x

y

x

y

y

ln

1

2

2

1

2

3

'

=

+

-

.

Uvedimo smjenu sa  
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Data jednačina je linearna po 
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 pa ćemo izračunati odgovarajuće integrale:
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Integral na desnoj strani ćemo izračunati metodom parcijalne integracije:

Stavimo 
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, pa je opšte rješenje Bernoullieve jednačine dato sa


[image: image243.wmf](

)

2

2

1

ln

1

+

+

=

=

-

x

Cx

z

y

.

XI.4.
Diferencijalne jednačine drugog reda sa konstantnim koeficijentima
Opšti oblik diferencijalne jednačine drugog reda sa konstantnim koeficijentima je 
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Ukoliko je 
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 tada jednačinu zovemo homogenom. U suprotnom je nehomogena.

Opšte rješenje homogene jednačine 
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(1)

drugog reda sa konstantnim koeficijentima se jednostavno određuje.


Kao prvo, odredimo rješenja (realna ili konjugovano kompleksna) kvadratne jednačine 
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(2)

koju još zovemo i karakterističnom jednačinom jednačine (1). U zavisnosti od diskriminante 
[image: image251.wmf]D

 jednačine (2), imamo tri mogućnosti.
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Ukoliko je 
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, karakteristična jednačina (2) ima dva realna i različita rješenja 
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Ukoliko je 
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Za 
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 karakteristična jednačina ima konjugovano-kompleksna rješenja 
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Nehomogenu diferencijalnu jednačinu rješavamo tako što nađemo rješenje 
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 homogene diferencijabilne jednačine, a zatim jedno partikularno rješenje 
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(3)

je suma rješenja 
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 homogene jednačine i partikularnog rješenja 
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U nekim slučajevima funkcija 
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 se može napisati kao suma nekoliko funkcija, 
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 koje su jednostavnijeg oblika. U tom slučaju opšte rješenje jednačine (3) je oblika 
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Mi ćemo pokazati kako se rješavaju nehomogene jednačine (3) u nekim specijalnim slučajevima. Općenito, parcijalno rješenje jednačine (3) je moguće odrediti takozvanom Lagrangeovom metodom varijacije konstanti. Mi se ovim metodom nećemo baviti.


Kao što vidimo, rješavanje homogene jednačine (1) svodi se na rješavanje karakteristične jednačine, što je izuzetno jednostavno. Zbog toga je osnovni problem koji se javlja pri rješavanju nehomogene jednačine (3) taj kako odrediti jedno partikularno rješenje te jednačine. 


Mi ćemo posmatrati tri osnovna slučaja.
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 je jednako 1 ukoliko je broj 0 korjen (ili rješenje) karakteristične jednačine (2), a 0 ukoliko broj 0 nije korjen jednačine (2). 


Nepoznate koeficijente 
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koja u ovom slučaju predstavlja jednakost između dva polinoma, što nam omogućava da izjednačimo koeficijente uz odgovarajuće stepene.
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Nađimo sad partikularno rješenje. U ovom slučaju je funkcija na desnoj strani 
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Primjer 2.
Naći opšte rješenje jednačine 
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Primjer 3.
Naći opšte rješenje jednačine 
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Rješenje. Odredimo opšte rješenje homogene jednačine 
[image: image422.wmf]20

yyy

¢¢¢

++=

. Odgovarajuća karakteristična jednačina je 
[image: image423.wmf]2

210

rr

++=

, koja ima dvostruko rješenje 
[image: image424.wmf]12

1

rr

==-

 (
[image: image425.wmf]0

D

=

), pa je rješenje homogene jednačine 


[image: image426.wmf]12

xx

h

yCexCe

--

=+

.


Partikularno rješenje ćemo odrediti kao sumu dva partikularna rješeja, jer je funkcija na desnoj strani jednačine 
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Odredimo nepoznate koeficijente iz jednačine 
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Množenjem sa 
[image: image441.wmf]x

e

 i izjednačavanjem koeficijenata polinoma na lijevoj i desnoj strani dobijamo:


[image: image442.wmf]x

:


[image: image443.wmf]1

61

A

=



[image: image444.wmf]0

x

:

[image: image445.wmf]0

20

A

=

, odakle je 
[image: image446.wmf]1

1

6

A

=

, pa je 
[image: image447.wmf]1

3

1

6

x

p

yxe

-

=

.


Funkcija 
[image: image448.wmf](

)

2

2

fxx

=

 je polinom drugog stepena pa je


[image: image449.wmf](

)

2

2

210

k

p

yxAxAxA

=++

, gdje je 
[image: image450.wmf]0

k

=

, jer broj 0 nije rješenje karakteristične jednačine. Odredimo nepoznate koeficijente iz jednačine: 


[image: image451.wmf]222

2

2

ppp

yyyx

¢¢¢

++=

. Imamo:


[image: image452.wmf]2

21

2

p

yAxA

¢

=+

; 
[image: image453.wmf]2

2

2

p

yA

¢¢

=

, pa je 


[image: image454.wmf](

)

22

221210

222

AAxAAxAxAx

+++++=

.

Izjednačavanjem koeficijenata dobijamo:
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Sada možemo dati opšte rješenje jednačine. Ono je oblika:
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Primjer 4.
Naći opšte rješenje jednačine 
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Rješenje. Karakteristična jednačina date jednačine je 
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Kako bismo odredili partikularno rješenje, funkciju na desnoj strani ćemo napisati kao sumu dvije funkcije: 
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pa će partikularno rješenje biti suma dva partikularna rješenja.
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Izjednačavanjem koeficijenata dobijamo:
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Odredimo nepoznate koeficijente iz jednačine 
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Nakon množenja sa 
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Opšte rješenje date jednačine je 
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Odredimo partikularno rješenje koje ispunjava date uslove. Imamo:
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Primjer 5.
Naći opšte rješejne jednačine 
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Rješenje. Karakteristična jednačina koja odgovara datoj jednačini je 
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Odredimo partikularno rješenje. Ono je oblika 
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Uvrštavanjem u jednačinu dobijamo


[image: image526.wmf](

)

2sin2coscossin

sincoscossinsin,

x

ppp

x

yyyeAxBxAxBx

AxBxAxBxex

-

-

¢¢¢

++=----

-+++=


odnosno, 
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Dakle, opšte rješenje jednačine je 
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Primjer 6.
Naći opšte rješenje jednačine 
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Rješenje. Nađimo rješenje homogene jednačine 
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Opšti oblik partikularnog rješenja je 
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Nakon uvrštavanja u polaznu jednačinu imamo:
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Odredimo traženo partikularno rješenje. Imamo:
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