Predavanja iz predmeta Poslovna matematika: XII dio

U okviru dvanaestog dijela predavanja predviđeno je da studenti savladaju slijedeće programske sadržaje:

1. Jednostavni model tržišta

2. Jednostavni i složeni kamatni račun

3. Tržište novca

4. Binomni model tržišta s jednim korakom

5. Binonmi model tržišta sa više koraka

XII. 1. Jednostavni model tržišta.
U ovom paragrafu ćemo obrazložiti jednostavan model tržišta i iznijeti osnovne pretpostavke o ovom modelu kojeg ćemo u daljem razmatrati. U daljem ćemo se baviti sa dvije osnovne kategorije dobara:

-dobrima bez rizika, kao što su, npr. štednja ili kredit u banci, državne ili neke druge obveznice i sl., to su dobra čija cijena u budućnosti nam je poznata i fiksirana.

-dobra s rizikom, kao što su dionice, strana valuta, određena osnovna dobra (zlato, nafta, pšenica i sl.), bilo koja dobra čija cijena u budućnosti nije unaprijed poznata.

U prva četiri paragrafa ćemo naša razmatranja ograničiti samo na dva vremenska trenutka: sadašnji trenutak u kome ćemo stavljati 
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 nam označava vremenski trenutak) i na neki posmatrani trenutak u budućnosti ( npr. Za 1 godinu, 1 mjesec ili 1 dan) kojeg ćemo označiti sa 
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Stanje rizičnih dobara koje posjedujemo ćemo specificirati brojem dionica (
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) dok ćemo cijenu jedne dionice u vremenskom trenutku 
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 označiti sa 
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 (od engl. share=dionica). Trenutna cijena dionice 
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 je poznata svim investitorima, dok je buduća cijena 
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 nepoznata: ona može skočiti ali i pasti. Sa 
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 ćemo označiti stopu povrata dionice (ovo je također nepoznata veličina u vremenskom trenutku 
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Stanje nerizičnih dobara možemo opisati količinom novca kojeg posjedujemo na bankovnom računu (ili dugujemo banci), ili kao količinu obveznica koju posjedujemo. Na primjer, ukoliko u banci imamo 10.000 KM, oročenih na 3 mjeseca i godišnjom kamatnom stopom od 4%,  to je ekvivalentno posjedovanju 100 obveznica sa cijenom do 100 KM, čija godišnja stopa prinosa je 4%, a rok dospijeća im je 3 mjeseca. Zbog toga ćemo stanje nerizičnih dobara koje posjedujemo izražavati brojem obveznica (
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) koje posjedujemo (ili dugujemo), a sa 
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 ćemo označiti cijenu jedne obveznice u trenutku 
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. Trenutna cijena 
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 obveznice je poznata svim investitorima, baš kao i cijena 
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. Međutim, investitorima je poznata i cijena 
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, i ovo je poznata veličina (jednaka npr. kamatnoj stopi za štednju ili kamatnoj stopi za kredite i sl.).

Kako bismo mogli konstruisati matematički model tržišta, uvest ćemo određene pretpostavke, koje su u potpunoj suglasnosti sa stvarnim stanjem na tržištu. 

Pretpostavka 1. (slučajnost i diskretnost) Buduća cijena dionice je slučajna veličina sa najmanje dvije različite vrijednosti. Buduća cijena dionice može imati najviše konačno mnogo različitih vrijednosti.

Buduća cijena obveznice je poznata veličina.

Pretpostavka 2. (pozitivnost cijena) Sve cijene 
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 dionica i obveznica su strogo veće od nule.

Ukupno bogtstvo investitora koji u trenutku 
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 posjeduje 
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 dionica i 
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 obveznica je 
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 zovemo portfolio investitora, a 
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 je vrijednost ovog portfolia ili bogatstvo investitora u trenutku 
[image: image26.wmf]t

. Promjena cijene dionica između trenutaka 0 i 1 vodi do promijene vrijednosti portfolia, pri čemu je apsolutna promjena jednaka
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dok je 
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 stopa povrata posmatranog portfolia.

Primjer. Posmatrajmo portfolio 
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Tada je 
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Stopa povrata portfolia je 
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Sada ćemo uvesti pretpostavke vezane za portfolio.

Pretpostavka 3. (djeljivost i likvidnost) Investitor može posjedovati bilo koju količinu dionica ili obveznica, tj. 
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 i 
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 mogu biti bilo kakvi realni brojevi.

Pretpostavka da količina dionica ili obveznica ne mora biti cio broj znači da je moguće posjedovati neki dio dionica ili obveznica (ovo nazivamo djeljivošću).

Činjenica da ne postavljamo nikakva ograničenja na 
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 je osobina tržišta poznata kao likvidnost. Ovo jeste matematička idealizacija (jer niko ne posjeduje neograničenu količinu novca), ali ne predstavlja nikakvo suštinsko ograničenje za primjenu našeg modela.

Objasnimo što znači da investitor posjeduje negativnu količinu dionica ili obveznica. Ako je 
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, možemo smatrati da je investitor podigao kredit u banci, čija kamatna stopa je stopa prinosa obveznice a vrijeme dospijeća je vrijeme otplate zadnje rate kredita. Ako je 
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, to znači da je investitor „posudio“ dionice koje je prodao kako bi taj novac iskoristio za neke druge investicije. S druge strane, vlasnik posuđene dionice u svakom trenutku ima sva prava nad tom dionicom, kao što je pravo na dividendu (koju plaća investitor koji je dionucu „posudio“) i pravo prodaje te dionice u bilo kom vremenskom trenutku nekom trećem investitoru. Zbog toga, radi solventnosti, investitor koji je „posudio“ dionicu mora u svakom vremenskom trenutku raspolagati sa iznosom novca kojim može na tržištu kupiti „posuđene“ dionice i vratiti ih vlasniku. Zbog toga se  postavlja slijedeći uslov

Pretpostavka 4. (solventnost) Ukupan iznos sredstava kojim raspolaže investitor u svakom vremenskom trenutku je nenegativan, tj. 
[image: image43.wmf](

)

0

Vt

³

, za sve 
[image: image44.wmf]t

.

Portfolio koji ispunjava ovaj uslov zvat ćemo dozvoljeni portfolio.

Posljednja pretpostavka o tržištu koju ćemo navesti je ključna pretpostavka za naš model:

Pretpostavka 5. (Princip autoregulacije tržišta ili „no-arbitrage“ princip)  Ne postoji dozvoljeni portfolio sa početnom vrijenošću 
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 sa pozitivnom vjerovatnoćom u nekom trenutku 
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Ova pretpostavka nam govori da tržište ne omogućava ostvarivanje profita bez rizika i početne investicije.

XII. 2. Jednostavni i složeni kamatni račun.
XII.2.1. Jednostavno ukamaćivanje.

Činjenica je da se vrijednost novca mijenja s vremenom. Drugim riječima, iznos od 100 KM danas ne vrijedi isto što i iznos od 100 KM za godinu dana, zbog uticaja inflacije i kretanja cijena. Upravo zbog toga, kada se novac investira na bankovni račun, investitor ima pravo na određenu kamatu, baš kao što i banka ima pravo na kamatu za novac koji posuđuje.

U daljem, kamatnu stopu ćemo označavati sa 
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 i smatrat ćemo da je to kamatna stopa na godišnjem nivou. Daikle, ukoliko investitor uloži 
[image: image49.wmf]P

 KM na bankovni račun, nakon godinu dana imat će iznos od 
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. Ukoliko se kamata obračunava na mjesečnom nivou, investitor će nakon jednog mjeseca imati  izsnos od 
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. Općenito, u vremenskom trenutku 
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 (koji predstavlja odgovarajući dio obračunskog perioda kamate, tj. dio jedne godine) imat će iznos od
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Povrat investicije u tržište novca započete u vremenskom trenutku 
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 i završene u vremenskom trenutku 
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. Specijalno, 
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Pomoću formule (1) moguće je odrediti i sadašnju vrijednost 
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 novca koji vrijedi 
[image: image60.wmf](

)

Vt

 u trenutku 
[image: image61.wmf]t

. Ona je jednaka: 
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Jednostavno ukamaćivanje se rijetko primjenjuje u praksi – uglavnom kada je riječ o kraćem vremenskom periodu. Naime, potpuno je očekivano da investitor zarađenu kamatu ponovo investira u vremenskim periodima u kojima se kamata obračunava (mjesečno, tromjesečno, polugodišnje ili sl.). Tada govorimo o složenom ukamaćivanju.

XII.2.2. Složeno ukamaćivanje

Pretpostavimo sada da se kamata obračunava 
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 puta godišnje. Broj 
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 zovemo frekvencijom ukamaćivanja. Tada je buduća vrijednost uloga 
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U ovom slučaju, 
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 je faktor rasta.

Primjer. Ukoliko iznos od 1000 KM investiramo na period od 1 godine, uz kamatnu stopu od 4% godišnje, pri  mjesečnom ukamaćivanju, ukupan iznos nakon 1 godine biće
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1040,741 KM.

Ukoliko se kamata obračunava tromjesečno, tada je 
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1040,604 KM.

Ukoliko bi kamatu obračunavali godišnje, imali bi da je 
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Kao što vidimo, buduća vrijednost uloga je veća što je veća frekvencija ukamaćivanja, o čemu govori i slijedeća propozicija:

Propozicija 12.2.1. Vrijednost 
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Analogno kao i kod jednostavnog ukamaćivanja, stopa povrata investicije u tržište novca s godišnjom kamatom 
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 i frekvencijom ukamaćivanja 
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, između vremena 
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Pomoću ove formule možemo odrediti kamatnu stopu, ako nam je poznata stopa povrata.

Pretpostavimo sada da želimo fiksni iznos novca 
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 uplaćivati jednom godišnje tokom 
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 godina. Sadašnja vrijednost tog iznosa je:
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Faktor 
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 u formuli (3) zovemo faktor sadašnje vrijednosti novca pri kamatnoj stopi 
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 jednakih godišnjih uplata. Dakle, iznos na desnoj strani (3) uplaćen u trenutku 
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 jednakih godišnjih uplata u iznosima 
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Ovo razmatranje možemo primijeniti i na vraćanje kredita. Naime, kredit iznosa 
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 treba otplaćivati u jednakim godišnjim ratama 
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 u periodu od 
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 godina.

Ukoliko kredit otplaćujemo u mjesečnim ratama 
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 godina, formula je ista, s tim što je vremenski period 
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(4)

Primjer. Odredimo mjesečnu ratu za kredit u iznosu od 50.000 KM na period od 10 godina, uz godišnju kamatnu stopu od 6%, obračunatu mjesečno.

Sada je 
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Dakle, u periodu od 10 godina platićemo ukupno 66612,297 KM, što znači da ćemo uz kredit vratiti i 16612,297 KM kamate.

Pri reklamama za kredite često ćete naići npr. na kredit sa kamatnom stopom 8% godišnje, a u zagradi stoji EKS 8,3%. To zapravo znači da se kredit vraća u jednakim mjesečnim ratama, pri čemu je 8% kamatna stopa obračunata mjesečno. Izraz u zagradi znači da je efektivna godišnja kamatna stopa (obračunata jednom godišnje a ne mjesečno) zapravo 8,3%.

Više o tome reći ćemo u narednom paragrafu.

XII.2.3. Neprekidno ukamaćivanje. Ekvivalentni načini ukamaćivanja.

Ukoliko je frekvencija 
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 obračuna kamate pri diskretnom složenom ukamaćivanju jako velika, tada, imajući u vidu da je 
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, za velike vrijednosti 
[image: image107.wmf]m

 govorimo o neprekidnom ukamaćivanju, sa stopom rasta 
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Kako je 
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, pa neprekidno ukamaćivanje ima najbržu stopu rasta od bilo kog diskretnog ukamaćivanja.

Pogledajmo sada slijedeći primjer:

Primjer. Pretpostavimo da jedna obveznica koja se tokom godine može kupiti za iznos od 100 KM, nakon isteka perioda od godinu dana vrijedi 120 KM. (Ovo je ekvivalentno depozitu od 100 KM u banci sa kamatnom stopom 
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). Ukoliko investitor odluči da proda obveznicu nakon 6 mjeseci, odredimo kolika bi bila njena fer cijena.

Na prvi pogled, odgovor je jednostavan: 110 KM, međutim ta cijena je previsoka i vodi do narušavanja „no-arbitrage“ principa (tj. Pretpostavke 5.). Naime, ukoliko bi postojali kupci zainteresirani da kupe obveznicu po cijeni od 110 KM nakon 6 mjeseci, tada bi „pametan“ investitor mogao imati slijedeću strategiju:

· Posudi 1000 KM i kupi 10 obveznica (to znači da nakon 1 godine treba da vrati 1200 KM – iznos duga uvećan za 20% kamate).

· Nakon 6 mjeseci prodaj obveznice po 110 KM i kupi 11 novih obveznica po cijeni od 100 KM (napomenimo da je tokom prve godine cijena obveznice 100 KM, ali ako investitor kupi obveznicu u 6. mjesecu, ona dospijeva tek u 6. mjesecu naredne godine).

· Nakon još 6 mjeseci tih 11 obveznica prodaj za 
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 KM, i vrati 1200 KM banci.

Ova strategija omogućava investitoru da sa početnim bogatstvom 
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 KM na kraju godine ostvari profit od 10 KM, što je u suprotnosti sa „no-arbitrage“ principom.

Odavde zaključujemo da je cijena od 110 KM za obveznicu previsoka.

Postavlja se pitanje kako odrediti pravu cijenu. Odgovor je slijedeći: s obzirom na činjenicu da dionicu prodajemo nakon 6 mjeseci, cijena obveznice je vezana za godišnju kamatnu stopu kod polugodišnjeg ukamaćivanja koja je ekvivalentna godišnjoj kamatnoj stopi od 20% kod jednogodišnjeg ukamaćivanja. Drugim riječima, tražena kamatna stopa 
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 zadovoljava jednačinu 
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Ovaj primjer nas upućuje da damo slijedeću definiciju:

Definicija 12.2.2. Dva metoda ukamaćivanja su ekvivalentna ukoliko su im jednake odgovarajuće stope rasta tokom jedne godine.

Ukoliko je jedna stopa rasta veća od druge, tada je taj metod ukamaćivanja preferabilan za štednju i nepreferabilan za uzimanje kredita.

Iz prethodnom primjera smo vidjeli da je polugodišnje ukamaćivanje sa godišnjom stopom 19,09% ekvivalentno godišnjem ukamaćivanju sa stopom 20%

Primjer. Ispitajmo da li je godišnje ukamaćivanje sa stopom 10% preferabilnije za štednju u odnosu na mjesečno ukamaćivanje sa stopom 9%.

Kod godišnjeg ukamaćivanja sa stopom 10% godišnja stopa povrata je 1,1; a kod mjesečnog ukamaćivanja sa stopom 9% godišnja stopa povrata je 
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<1,1. Dakle, preferabilnija je godišnja stopa od 10%.

Odavde vidimo da je mjesečno ukamaćivanje sa stopom 9% ekvivalentno godišnjem ukamaćivanju sa stopom 9,38%. Često se kaže da je 9,38% efektivna godišnja kamatna stopa (EKS) pri mjesečnom ukamaćivanju sa stopom 9%.

Definicija 12.2.3. Za dati metod ukamaćivanja sa godišnjom kamatnom stopom 
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 efektivna stopa 
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 je ona kamatna stopa koja daje istu stopu rasta na godišnjem nivou.

Specijalno, ako je 
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 godišnja kamatna stopa pri diskretnom ukamaćivanju sa frekvencijom 
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, tada  
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 kamatna stopa pri neprekidnom ukamaćivanju, tada 
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Primjer. Ako je 
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 kamatna stopa pri neprekidnom ukamaćivanju, odredimo efektivnu kamatnu stopu.

Imamo: 
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Iz navedenog zaključujemo da su dva načina ukamaćivanja ekvivalentna akko su im jednake efektivne kamatne stope.

Određivanje efektivne kamatne stope je veoma korisno za upoređivanje različitih metoda ukamaćivanja: ona metoda kod koje je efektivna kamatna stopa veća je preferabilna za štednju a nepreferabilna za kredit.

XII. 3. Tržište novca.
Tržište novca je tržište na kojem se trguje dobrima bez rizika. Jednostavan primjer dobra bez rizika je obveznica: vrijednosni papir koji onome ko ga posjeduje garantuje niz budućih isplata (tzv. kupona) do dana dospijeća obveznice kada vlasnik dobija kupon + vrijednost početne uplate.

Postoje dvije osnovne vrste obveznica: obveznice s jednim kuponom i obveznice s više kupona.

Institucija koja izdaje obveznicu s jednim kuponom (npr. banka, država, neka kompanija i sl.) obavezuje se da će obveznicu kupiti na dan dospijeća 
[image: image135.wmf]T

 za određenu vrijednost 
[image: image136.wmf]F

 (tzv. vrijednost dospijeća ili «face value»). Najčešće je vrijeme dospijeća obveznice s jednim kuponom jedna godina, ali može biti i kraće. Ako je 
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 kamatna stopa ili stopa povrata obveznice, tada je sadašnja vrijednost obveznice 
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U stvarnosti, kamatna stopa je nepoznata – poznata je sadašnja vrijednost i vrijednost obveznice u trenutku dospijeća, a nepoznata je stopa povrata, koja se može izračunati pomoću formule 
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, ako je riječ o jednostavnom ukamaćivanju. Ukoliko je riječ o neprekidnom ukamaćivanju sa stopom 
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 je vremenski period izražen u godinama).

U prethodnom paragrafu vidjeli smo da se svi načini ukamaćivanja mogu učiniti ekvivalentnim. Jednostavnsoti radi, mi ćemo smatrati da je 
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 stopa prinosa obveznice pri neprekidnom ukamaćivanju.

Institucija koja izdaje obveznicu s više kupona obavezuje se da će sve do datuma dospijeća obveznice vlasniku obveznice isplaćivati kupone iznosa 
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 u određenim vremenskim intervalima, zaključno sa danom dospijeća obveznice, kada se isplaćuje kupon zajedno sa «face value» 
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Primjer. Posmatrajmo obveznicu čija vrijednost je 
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 godišnja bankovna kamatna stopa, pri neprekidnom ukamaćivanju, koja je konstantna tokom 5 godina. Odredimo sadašnju cijenu dionice, kao i njene cijene nakon jedne godine, 1,5 godine i nakon 4 godine.

Niz isplata koje nam obveznica omogućava je slijedeći: 10 KM, nakon 1 godine (sadašnja vrijednost im je 
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Nakon jedne godine, cijena dionice je 
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 KM, a ukupno bogatstvo investitora nakon jedne godine je 
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Nakon još šest mjeseci (= pola godine) vrijednost obveznice je
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Nakon 4 godine, obveznica postaje obveznica s jednim kuponom i vrijednošću 
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 KM na dan dospijeća, a njena cijena je 
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Investitor može u bilo kojem trenutku 
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 prije vremena dospijeća 
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 odlučiti da proda obveznicu. U tom slučaju, cijena se određuje analogno kao u prethodnom primjeru.

Vrijednost kupona koji se isplaćuje može se prikazati i kao funkcija vrijednosti 
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 obveznice u trenutku dospijeća sa 
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 stopa prinosa obveznice. (U primjeru gore je bilo 
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Veza između stope prinosa obveznice 
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 i  baknovene kamatne stope pri godišnjem ukamaćivanju 
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 data je slijedećim teoremom.

Teorem 12.3.1. Ukoliko se kuponi isplaćuju godišnje, stopa prinosa obveznice 
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 jednaka je kamatnoj stopi 
[image: image174.wmf]r

 pri godišnjem ukamaćivanju ako i samo ako je sadašnja cijena obveznice jednaka vrijednosti obveznice u trenutku dospijeća.

Dokaz: Pretpostavimo da je 
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, i neka je vrijednost obveznice nakon dospijeća 
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 godina jednaka 
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. Tada je sadašnja cijena obveznice
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.Na osnovu pretpostavke, 
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Obratno, ako je 
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 za fiksne 
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strogo opadajuća funkcija od 
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, jer je njen izvod
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To znači da različitim vrijednostima promjenljive 
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 odgovaraju različite vrijednosti funkcije. Stoga iz 
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, čime je teorema dokazana.

Prethodna teorema nam daje slijedeću vezu između kamatne stope i stope prinosa obveznice:

Ukoliko se obveznica prodaje za vrijednost 
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, tada je kamatna stopa 
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 veća od stope prinosa 
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 obveznice.

Ukoliko se obveznica prodaje za vrijednost 
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, tada je kamatna stopa 
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 manja od stope prinosa 
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 obveznice.

Ovo je veoma važno na stvarnom tržištu novca jer nam daje informaciju o nivou kamata na tržištu.

XII.4. Binomni model tržišta s jednim korakom

U ovom paragrafu ćemo posmatrati veoma jednostavan model tržišta kod kojeg imamo samo jedan vremenski korak, od 0 do 1. Iako veoma jednostavan, on će nam poslužiti kao polazna osnova za izučavanje složenijeg modela sa 
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 koraka. Koristit ćemo se oznakama iz prvog paragrafa: sa 
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U ovom jednostavnom modelu, pretpostavićemo da cijena dionice u trenutku 1 može primiti samo dvije različite vrijednosti: 
[image: image205.wmf]u

S

 (
[image: image206.wmf]u

 od engl. up) i 
[image: image207.wmf]d

S

 (
[image: image208.wmf]d

 od engl. down), sa vjerovatnoćama 
[image: image209.wmf]p

 i 
[image: image210.wmf]1

p

-

 (
[image: image211.wmf]10

p

>>

) respektivno, pri čemu je 
[image: image212.wmf]ud

SS

>

.

Propozicija 12.4.1. Ako je 
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Dokaz: Pretpostavimo da je 
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 (u KM). Ukoliko gornja nejednakost ne vrijedi, tada je  
[image: image216.wmf](

)

1

d

SA

³

 ili 
[image: image217.wmf](

)

1

u

SA

£

. Pokažimo da bilo koja od ove dvije nejednakosti vodi do narušavanja «no- arbitrage» principa.

Ako bi bilo 
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 uvećan za kamatu) i kupi dionicu za posuđeni iznos. Dakle, investitor u trenutku 
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 sa pozitivnom vjerovatnoćom. Ovo je u kontradikciji sa «no- arbitrage» principom, jer ne može postojati dozvoljeni portfolio kod kojeg je 
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 sa pozitivnom vjerovatnoćom.

Ako bi bilo 
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, tada bi investitor mogao imati slijedeću strategiju: U trenutku 
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 KM posudi jednu dionicu (koja košta 
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KM), prodaj je i kupi obveznicu za posuđeni iznos. Dakle, investitor u trenutku 
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 sa pozitivnom vjerovatnoćom. Ovo je u kontradikciji sa «no- arbitrage» principom, jer ne može postojati dozvoljeni portfolio kod kojeg je 
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Ovim smo dokazali teoremu.

Pri upravljanju portfoliom pred investitorom se nalaze dva osnovna problema: kako minimizirati rizik i maksimizirati profit. S obzirom da su cijene dionica slučajne veličine, možemo definisati samo pojmove očekivanog povrata i rizika portfolia.

Pretpostavimo da imamo portfolio 
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što je slučajna veličina koja može primiti dvije vrijednosti.

Definicija 12. 4. 2. Očekivani povrat portfolia 
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Rizik ove investicije je standardna devijacija slučajne veličine 
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Primjer. Neka je 
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Pretpostavimo da investitor posjeduje 10.000 KM i odluči da kupi 
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Možemo reći da je u ovom slučaju veća očekivana dobit, ali uz veći rizik.

XII.5. Binomni model tržišta sa više koraka

U ovom paragrafu ćemo proširiti naš binomni model tržišta na model sa 
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 vremenskih koraka, pri čemu jedan korak može označavati npr. jedan dan ili čak jedan sat, ukoliko se cijene dionica mijenjaju velikom brzinom. Može se pokazati da ovaj model tržišta veoma dobro aproksimira stvarno stanje na tržištu dionica i novca.

Kao prvo, dat ćemo definiciju i izučiti osnovne osobine binomnog modela tržišta dionica, a zatim ćemo razmatrati tržište dionica zajedno sa tržištem novca.

XII. 5.1. Binomni model tržišta dionica

Binomni model tržišta dionica ilustrira kretanje cijena dionica pomoću modela binarnog stabla. U svakom vremenskom trenutku 
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Sa 
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 ćemo u ovom paragrafu označiti stopu povrata obveznica (=bankovnoj kamati u našem modelu) tokom jednog vremenskog koraka dužine 
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Pretpostavka binomnog modela 2. Povrat 
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Pogledajmo sada, kako na osnovu ove dvije pretpostavke možemo odrediti sve moguće buduće cijene dionica i njima odgovarajuće vjerovatnoće.
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(Ovo je analogno binomnoj raspodjeli 
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Kako bismo odredili optimalnu kombinaciju ulaganja, prirodno je upoređivati očekivane cijene dionica sa cijenom obveznica, odnosno očekivanu dobit od ulaganja u dionice sa dobiti ulaganja u obveznice. Za početak, pogledajmo kolika je očekivana cijena dionice u vremenskom trenutku 
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Kako je, na osnovu Pretpostavke 1 
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S druge strane, ukoliko bi naš novac uložili u obveznice, ili na trežište novca s kamatnom stopom 
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, koja se obračunava u istim periodima 
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 vremenskih koraka 
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. Odavde vidimo da je za upoređivanje očekivane dobiti pri ulaganju u dionice (za binomni model sa 
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 koraka) i dobiti pri ulaganju na tržište novca dovoljno uporediti kamatnu stopu 
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Investitor koji želi preuzeti rizik za investiranje u dionice zahtijeva da vrijedi 
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Obratna situacija, u kojoj je 
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, također je moguća i može biti privlačna za određene investitore ukoliko je rizični povrat jako velik (sa jako malom vjerovatnoćom) – tipičan primjer ove investicije je učešće u lutriji ili igrama na sreću.

Veoma je zgodno uvesti specijalnu oznaku 
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Definicija 12.5.1. Vjerovatnoću 
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 zovemo vjerovatnoćom nultog rizika, a očekivanje 
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Napomenimo da je 
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 apstraktan matematički pojam koji može i ne mora biti jednak stvarnoj vjerovatnoći 
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 našeg modela tržišta dionica. Samo u modelu kod kojeg je ulaganje u tržište dionica ekvivalentno ulaganju u tržište novca (tj. tržištu bez rizika) vrijedi 
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 KM. Ovo stablo možemo predstaviti slijedećom slikom:
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Nakon što je prošao jedan vremenski interval, postalo je poznato da li je cijena 
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, što je uslovno očekivanje slučajne veličine 
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Dobijena očekivanja možemo zajedno zapisati kao 
[image: image381.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

*

2111

ESSSr

=+

.

Razmatranje navedeno u prethodnom primjeru možemo provesti za bilo koji vremenski korak ( od 
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Propozicija 12.5.2. 
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 kamatna stopa, sadašnja vrijednost iznosa 
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Time smo pokazali da vrijedi slijedeća propozicija

Propozicija 12.5.3. Za sve prirodne brojeve 
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 vrijedi 
[image: image393.wmf]%

(

)

(

)

(

)

%

(

)

*

1

ESnSnSn

+=

.

Osobina iz prethodne propozicije zove se osobina martingala. Propozicija 12.5.3. nam govori da niz 
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slučajnih veličina koje predstavljaju sadašnju vrijednost dionica 
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 nultog rizika. Zbog toga se vjerovatnoća 
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 zove još i vjerovatnoća martingala. Poopštenje ovog koncepta na niz slučajnih veličina u neprekidnom vremenu je jako važno za matematičko modeliranje kretanja cijena na tržištu dionica.

XII. 5.2. Binomni model tržišta dionica i obveznica

Sada ćemo proširiti naš binomni model tržišta dionica tako da obuhvata 
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 dionica i daje nam informaciju o kretanju kamatnih stopa (tj. cijena obveznica). Investiciju u tržište novca možemo modelirati sa posjedovanjem određene količine 
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Smatrat ćemo da su u ovom modelu ispunjene sve pretpostavke jednostavnog modela tržišta navedene u prvom paragrafu. Za nas je i dalje naročito važan princip autoregulacije tržišta, ili «no-arbitrage» princip, po kome se ne može ostvariti dobit bez rizika.

Definicija 12.5.4. Portfolio je uređena 
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 koja pokazuje količinu dionica i obveznica koje posjeduje investitor između vremenskih trenutaka 
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Količina obveznica i dionica koje posjeduje investitor može se primijeniti u svakom vremenskom trenutku. U stvarnosti, prodajom dionica ili obveznica na tržištu ćemo dobiti novac koji možemo uložiti u kupovinu nekih drugih dobara. Također, možemo na drugi način zadaditi još novca za investiranje. Radi pojednostavljenja modela, smatrat ćemo da nije došlo do potrošnje niti do priliva novog novca.

Investitor odlučuje na koji način će mijenjati svoj portfolio 
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, na osnovu informacija o stanju tržišta u prošlosti. Pretpostavićemo da ne postoji nikakav drugi izvor informacija koji bi uticao na odluku investitora da proda ili kupi određene dionice ili obveznice.

Primjer. Pretpostavimo da je 
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U vremenskom trenutku 0, investitor je iznos od 
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 KM investirao u portfolio koji se sastoji od 
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 obveznica. U vremenskom trenutku 1 vrijednost našeg portfolia je 
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 KM. U vremenskom trenutku 1 investitor je mogao neke dionice prodati i kupiti druge. Na primjer, mogao je formirati portfolio koji se sastoji od 
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 obveznice. U trenutku 2, vrijednost portfolia investitora bila bi 
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 KM. Da nije bilo ovih izmjena, bogatstvoi investitora u trenutku 2 bilo bi 
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Definicija 12.5.5. Strategija investiranja je samofinansirajuća ukoliko je portfolio kojeg će investitor imati u vremenu od 
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 u potpunosti finansiran bogarstvom kojeg je investitor imao u trenutku 
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Primjer. Posmatrajmo tržište dionica i obveznica sa cijenama datim u prethodnom primjeru. Inicijalno bogatstvo od 3000 KM investitor je mogao raspodijeliti i na slijedeći način: mogao je kupiti 
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 dionice 1, zadužiti se 
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 dionice 2 i kupiti 
[image: image445.wmf](

)

122,43

y

=

 obveznice. S obzirom da je cijena posuđenih dionica pala, investitor će na ovaj način profitirati, jer će vrijednost portfolia u trenutku 1 biti 
[image: image446.wmf](

)

13399,45

V

=

 KM.

O posuđivanju dionica govorili smo i ranije. Napomenimo još da pretpostavka likvidnosti podrazumijeva da je 
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. U praksi se često, kako bi se osigurala likvidnost investitora od njega traži da prilikom posuđivanja dionica kao garanciju povrata ostavi određeni depozit.

Primjer. (nastavak prethodna dva primjera)

Pretpostavimo sada da je investitor posudio 
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 dionica 1. On je na taj način dobio 1200 KM, ali se od njega zahtijeva da ostavi 50% depozita, što iznosi 600 KM. U vremenskom trenutku 1, on treba da vrati 1300 KM (tu je na gubitku 100 KM). Međutim, kako je kamata na tržištu novca (obveznice) iznosila 10%, on je izgubio još 60 KM (=10% od 600) jer nije mogao raspolagati sa 600 KM depozita. Dakle, u ovom slučaju ukupan gubitak investitora je 160 KM.

S druge strane, ako bi investitor posudio npr. 
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 dionica 2, dobio bi 1200 KM, ostavio 600 KM depozita i u trenutku 1 trebao bi da vrati 900 KM, čime bi bio na dobitku 300 KM (jer je cijena dionica 2 pala). Ovaj dobitak bi opet trebalo umanjiti za gubitak od 60 KM ostvaren nemogućnošću raspolaganja sa 600 KM depozita, tako da bi ukupni dobitak investitora zapravo bio jednak 240 KM.

Definicija 12.5.6. Strategija investiranja je predvidiva ako za svako 
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 konstruisan u trenutku 
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  zavisi samo od ponašanja cijena na tržištu do vremenskog trenutka 
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Propozicija 12.5.7. Za dato početno bogatstvo 
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 dionica koje posjednuje investitor moguće je odrediti niz 
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 količina obveznica tako da je 
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 predvidiva samofinansirajuća strategija investiranja.

Dokaz. Stavimo 
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, a zatim izračunajmo 
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 ćemo izračunati analogno, kao 
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Ovo je očigledno tražena predvidiva samofinansirajuća strategija investiranja, q.e.d.

Definicija 12.5.8. Strategija investiranja je dozvoljena ako je samofinansirajuća, predvidiva i 
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 sa vjerovatnoćom 1, za sve 
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Može se pokazati da vrijedi slijedeća, važna teorema.

Teorem 12.5.9. Binomni model tržišta je u saglasnosti sa «no-arbitrage» principom ako i samo ako je 
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Dokaz ovog teorema je sličan dokazu Propozicije 12.4.1. Imajući u vidu definiciju vjerovatnoće 
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 nultog rizika, lako se vidi da teorema 12.5.9. povlači slijedeću teoremu.

Teorem 12.5.10. Binomni model tržišta je u saglasnosti sa «no-arbitrage» principom ako i samo ako postoji vjerovatnoća 
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 nultog rizika takva da je 
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U opštem slučaju, kada postoji 
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 vrsta dionica na tržištu, navest ćemo fundamentalni teorem o određivanju cijena na tržištu, saglasan sa «no-arbitrage» principom.

Teorem 12.5.11. «No-arbitrage» princip ekvivalentan je sa egzistencijom vjerovatnoće 
[image: image470.wmf]*

P

 na skupu 
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 označava uslovno očekivanje u odnosu na vjerovatnoću 
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Dakle, niz 
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Primjer. Neka je 
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KM i pretpostavimo da cijene dionica prete slijedeća četiri scenarija:

Scenario
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       što možemo prikazati slijedećim binarnim stablom
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Odgovarajuće vjerovatnoće nultog rizika za svako podstablo označili smo sa 
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Vjerovatnoću 
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Dakle, posmatrani model tržišta je u saglasnosti sa «no-arbitrage» principom.
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