Predavanja iz predmeta Poslovna matematika: VIII dio

U okviru osmog dijela predavanja predviđeno je da studenti savladaju slijedeće programske sadržaje:

1. Lokalni ekstrem funkcije dvije promjenljive
2. Uslovni (vezani) ekstrem funkcije dvije promjenljive

3. Ekstrem funkcije tri promjenljive

4. Homogene funkcije i CES funkcije.

VIII. 1. Lokalni ekstrem funkcije dvije promjenljive

U ovom polavlju obajsnit ćemo kako je određuje lokalni ekstrem funkcije dvije promjenljive, ukoliko na tu funkciju nije postavljen nikakav dodatni uslov. Zbog toga se nekada ovaj ekstrem zove i bezuslovni ekstrem. Neka je 
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 funkcija dvije promjenljive definisana u okolini tačke [image: image2.wmf](
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Definicija 1. Tačka 
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 je tačka lokalnog maksimuma (minimuma) funkcije 
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 ukoliko vrijedi 
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 iz neke okoline tačke [image: image8.wmf](
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Lokalni maksimum odnosno minimum funkcije 
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 zovemo lokalnim ekstremom te funkcije.
Mi ćemo u daljem pretpostaviti da funkcija 
[image: image10.wmf]f

 čije lokalne ekstreme tražimo ima parcijalne izvode prvog i drugog reda, po obje promjenljive, kao i to da su mješoviti parcijalni izvodi drugog reda neprekidne funkcije, pa su, zbog toga i jednaki.

Analogno kao i u slučaju ekstrema funkcije jedne promjenljive, vrijedi slijedeći teorem:

Teorem 1. Ukolio je funkcija 
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 diferencijabilna u tački 
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 je tačka lokalnog ekstrema te funkcije, tada je
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Tačka 
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 u kojoj su prvi parcijalni izvodi funkcije 
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 jednaki nuli zove se stacionarna tačka te funkcije. Ukoliko je 
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 stacionarna tačka funkcije, ona ne mora biti tačka ekstrema te funkcije. Dakle, uslov  (1) je potreban, ali ne i dovoljan uslov da tačka [image: image19.wmf](
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 bude tačka ekstrena funkcije 
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Analogno kao u slučaju ekstrema funkcije jedne promjenljive, kada smo dovoljan uslov za egzistenciju ekstrema davali preko drugog izvoda funkcije (ukoliko postoji), u slučaju funkcije dvije promjenljive, dovoljan uslov za egzistenciju ekstrema možemo dati pomoću drugog diferencijala funkcije.
Sjetimo se, funkcija jedne promjenljive je u stacionarnoj tački imala maksimum ukoliko je tu njen drugi izvod bio negativan, a minimum ukoliko je u toj tački drugi izvod bio pozitivan. U slučaju da je drugi izvod bio jednak nuli, nismo imali odgovor ber ispitivanja trećeg izvoda. Analogno, ukoliko je funkcija 
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 dvije promjenljive dva puta diferencijabilna u okolini stacionarne  tačke [image: image22.wmf](

)

00

,

xy

, tada je [image: image23.wmf](

)

00

,

xy

 taka lokalnog maksimuma ukoliko je u u okolini te tačke 
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, a tačka je lokalnog minimuma ukoliko u okolini tačke [image: image25.wmf](
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 vrijedi 
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. Ukoliko funkcija 
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 mijenja znak u okolini tačke [image: image28.wmf](
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 ta tačka nije tačka lokalnog ekstrema. Ukoliko je 
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, tada nemamo odgovora i moramo ga potražiti na neki drugi način.
Pogledajmo sada kako pomoću parcijalnih izvoda drugog reda formulisati dovoljan uslov za ekstrem funkcije 
[image: image31.wmf]f

 u stacionarnoj tački [image: image32.wmf](
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Izraz za drugi diferencijal možemo napisati na sljiedeći način:
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Izraz ispred zagrade je nenegativan, a izraz u zagradi predstavlja kvadratnu funkciju po 
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. Ukoliko kvadratna funkcija mijenja znak, tada i 
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 mijenja znak, pa nemamo ekstrema. Zbog toga je dovoljan uslov za egzistenciju ekstrema činjenica da kvadratna funkcija 
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 ne mijenja znak, što će biti ispunjeno ukoliko je njena diskriminanta manja od nule. Dakle, funkcija 
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 ima ekstrem u stacionarnoj tački [image: image39.wmf](
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Sada možemo reći da ukoliko je [image: image41.wmf](
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 u toj tački ima ekstrem. Ukoliko je u toj tački 
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, funkcija nema ekstrem, a ukoliko je 
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 tačka maksimuma ukoliko je 
[image: image50.wmf]''

0

xx

f

<

, dok je to tačka minimuma ukoliko je 
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Ovo možemo zapisati na nešto drugačiji način. Često, jednostavnosti radi, pišemo 
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, uvjet (2) možemo pisati u slijedećem obliku:
Ukoliko je determinanta
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 je tačka ekstrema i to maksimuma ukoliko je 
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Ukoliko je 
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 nemamo ekstrema, dok za 
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 odgovor moramo potražiti na neki drugi način.

Primjer 1. Odredimo ekstreme funkcije 
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Kao prvo, odredićemo stacionarne tačke. Njih određujemo tako što izračunamo prve parcijalne izvode naše funkcije po 
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 i po 
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 i izjednačimo ih sa nulom, te tako dobijeni sistem jednačina riješimo. Imamo:
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. Sada trebamo vidjeti da li je to tačka ekstrema. Imamo:
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Uvrštavajući stacionarnu tačku 
[image: image78.wmf]1

0,

2

æö

ç÷

èø

 dobijamo:
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 tačka ekstrema. Kako je još 
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Primjer 2. Odredimo lokalni ekstrem funkcije 
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Postupaćemo analogno kao u prethodnom primjeru. Odredimo prve parcijalne izvode. Imamo:
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Stacionarne tačke ćemo odrediti tako što riješimo sistem jednačina:  
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Iz prve jednačine je 
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 stacionarne tačke.

Odredimo druge parcijalne izvode. Imamo:


[image: image99.wmf](

)

(

)

2

'

2

2

,336

x

z

Axyxyx

x

¶

==-=

¶

,


[image: image100.wmf](

)

(

)

2

'

2

,333

y

z

Bxyxy

xy

¶

==-=-

¶¶

, te


[image: image101.wmf](

)

(

)

2

'

2

2

,336

y

z

Cxyyxy

y

¶

==-=

¶

.

1. Sada ćemo uvrstiti prvu stacionarnu tačku, 
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. Imamo:
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 nije tačka lokalnog ekstrema.

2. Sada pogledajmo da li je tačka 
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 tačka lokalnog ekstrema. Imamo:
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 tačka lokalnog ekstrema naše funkcije. Kako je 
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 je tačka lokalnog minimuma. Dakle, vrijedi
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Primjer 3. Posmatrajmo fabriku koja proizvodi dva proizvoda u količinama 
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 u jedinici vremena, pod pretpostavkom pune konkurencije. Neka su 
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 cijene tih proizvoda. Tada je funkcija dobiti firme (eng. revenue function) 
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. Odrediti nivo proizvodnje proizvoda 
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 koji maksimizira profit.

Rješenje.  Profit fabrike ćemo označiti sa 
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. Očigledno je
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Pod ovim uslovima zadatak se svodi na određivanje ekstrema (bezuslovnog) funkcije 
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 dvije promjenljive. Kao prvo, odredimo prve stacionarne tačke. Imamo:
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Iz druge jednačine dobijamo da je 
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 su koordinate stacionarne tačke.

Provjerimo da li dobijeni rezultat zaista predstavlja ekstrem funkcije. Izračunajmo druge parcijalne izvode. Imamo:
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pa je dobijena stacionarna tačka tačka ekstrema. Kako je 
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Dakle, pri proizvodnji od 
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  jedinica proizvoda funkcija profita ima maksimalnu vrijednost.
Pretpostavimo da u prethodnom primjeru imamo monopolističko tržište. Tada cijene neće biti egzogene varijable, nego će zavisiti od nivoa tražnje (veća potražnja veće cijene). Pretpostavimo da je potražnja za proizvodima 
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. Odredimo sada nivo proizvodnje koja maksimalizira dobit, uz istu funkciju troškova i dobiti.  

Kako je: 
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, to iz ovih jednačina lako možemo izračunati 
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. Uvrštavanjem ovih vrijednosti u funkciju profita dobijamo: 
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Funkcija profita je sada predstavljena kao funkcija dvije promjenljive (bez parametara) tako da ćemo lako odrediti njene ekstreme. Tražimo stacionarne tačke, rješavajući sistem jednačina
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Iz druge jednačine dobijamo da je 
[image: image154.wmf]12

3708

QQ

=-

, te uvrštavanjem u prvu imamo rješenja:
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Provjerimo da li dobijeni rezultat zaista predstavlja ekstrem funkcije. Imamo:

[image: image157.wmf]2

2

1

6

Q

p

¶

=-

¶

, 
[image: image158.wmf]2

12

3

QQ

p

¶

=-

¶¶

, 
[image: image159.wmf]2

2

2

8

Q

p

¶

=-

¶

, pa je

[image: image160.wmf]63

489390

38

D

--

==-=>

--

.

 Kako je 
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VIII.2. Uslovni (vezani) ekstrem funkcije dvije promjenljive

Kada smo, u poglavlju koje se odnosilo na primjene diferencijala funkcije dvije promjenljive govorili o tome kako uz dati budžet 
[image: image164.wmf]T

 odrediti optimalnu kombinaciju ulaganja proizvodnih faktora 
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 (rada) i 
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 (kapitala) da bismo odredili maksimalan nivo proizvodnje kojeg možemo postići uz dati budžet. Ovo nije slučaj samo kada je u pitanju određivanje optimalne konbinacije ulaganja proizvodnih faktora. U ekonomiji, općenito, imamo ograničene resurse (sirovine, materijal, budžet i sl.) i važno je maksimizirati dobit uz određene uslove koji su postavljeni na naše varijable. To zapravo znači da mi želimo odrediti ekstrem neke funkcije više promjenljivih, pri čemu varijable zadovoljavaju određene uslove. U tom slučaju govorimo o uslovnom ili vezanom ekstremu funkcije.

Posmatrajmo sada neku funkciju [image: image167.wmf](
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 i 
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 zadovoljavaju nekui uslov, tj. neku jednačinu koju možemo pisati u obliku 
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Definicija 1. (uslovnog ekstrema) Tačka [image: image174.wmf](
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 je tačka uslovnog maksimuma (minimuma) funkcije 
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 ukoliko postoji okolina 
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Uslovni maksimum neke funkcije dvije promjenljive je prikazan na slici 1. Kao što vidimo, uslovni maksimum funkcije nije nužno jednak (u principu, on gotovo nikad i nije jednak) maksimumu (bezuslovnom) funkcije. Može se desiti da funkcija dvije promjenljive uopšte nema bezuslovni ekstrem, a da ima uslovne ekstreme. 
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Slika 1
Postoje dva osnovna metoda za određivanje uslovnog ekstrema funkcije dvije promjenljive. To su metod supstitucije i Lagrangeov metod. Mi ćemo objasniti obje ove metode.

VIII.2.1. Metod supstitucije za određivanje uslovnog ekstrema funkcije dvije promjenljive.

Pretpostavimo da tražimo ekstrem funkcije [image: image182.wmf](

)

,

fxy

 uz uslov [image: image183.wmf](

)

,0

gxy

=

. U zavisnosti od prirode uslova, iz jednačine 
[image: image184.wmf](

)

,0

gxy

=

 je nekada moguće na jednoznačan način izraziti jednu promjenljivu (
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 ili 
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) kao funkciju druge promjenljive. U tom slučaju uslovni ekstrem funkcije možemo odrediti metodom supstitucije (zamjene) koja se sastoji u slijedećem:
Ukoliko je moguće izraziti promjenljivu 
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, to znači da uslov [image: image188.wmf](
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 možemo pisati u obliku 
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. U tom slučaju funkciju 
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 možemo posmatrati kao funkciju jedne promjenljive, tj. funkciju od 
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, koja je jednaka 
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 i možemo odrediti ekstrem ove funkcije kao funkcije jedne promjenljive. Taj ekstrem (ukoliko postoji) će ujedno biti uslovni ekstrem funkcije 
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Analogno, ukoliko je moguće izraziti promjenljivu 
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, tj. uslov 
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 pisati u obliku 
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, tada funkciju 
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 možemo posmatrati kao funkciju jedne promjenljive (u ovom slučaju, to je 
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) i odrediti njen ekstrem onako kako smo određivali ekstrem realne funkcije jedne realne promjenljive.
Primjer 1. Odrediti ekstrem funkcije 
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Rješenje. Kako iz uslova dobijamo 
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, dobijamo funkciju jedne promjenljive, 
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. Kako je 
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Primjer 2. Neka je količina proizvodnje neke fabrike određena Cobb-Douglasovom funkcijom proizvodnje 
[image: image212.wmf](
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, pri čemu su cijene proizvodnih faktora rada i kapitala jednake 3 i 6 (po uloženoj jedinici rada, odnosno kapitala). Odredimo minimalan budžet potreban na proizvodnju 1200 jedinica proizvoda.
Rješenje. U ovom primjeru je potrebno naći minimalnu vrijednost funkcije budžeta, tj. funkcije 
[image: image213.wmf](
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, uz uslov da proizvodimo 1200 jedinica proizvoda, tj. da vrijedi 
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. Dakle, određujemo uslovni ekstrem funkcije 

[image: image216.wmf](

)

,36

TLKLK

=+

, uz uslov  
[image: image217.wmf]12

33

100

LK

=

.
Iz uslova možemo izraziti promjenljivu 
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, i dobiti da je 
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. Uvrštavajući to u našu funkciju 
[image: image220.wmf]T

, vidimo da je potrebno naći ekstrem funkcije jedne promjenljive 
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Odredimo prvi izvod ove funkcije. Imamo:
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Nakon izjednačavanja s nulom, dobijamo da je 
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, od kojih je vrijednost 
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 jedina pozitivna (i odgovara uslovima zadatka, jer broj jedinica uloženog kapitala ne može biti negativan). Kako je
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Ta minimalna vrijednost budžeta je 
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. Dakle, minimalan budžet potreban za proizvodnju 1200 jedinica proizvoda je 
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VIII.2.2. Lagrangeov metod za određivanje uslovnog ekstrema funkcije dvije promjenljive
Lagrangeov metod za određivanje uslovnog ekstrema funkcije dvije promjenljive koristimo u slučajevima u kojima nije moguće iz uslova na jedinstven način izraziti 
[image: image232.wmf]x

 ili 
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. Na primjer, ukoliko je uslov 
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 ne možemo na jedinstven način izraziti preko 
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. Analogno, ni varijablu 
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 ne možemo iz ovog uslova na jedinstven način izraziti preko 
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. U tom slučaju koristimo Lagrangeov metod.
Napomenimo da je Lagrangeov metod moguće koristiti i u slučajevima kada je moguće jednu varijablu jednoznačno izraziti pomoću druge varijable, ali je tada metod supstitucije jednostavniji. 

Posmatrajmo funkciju 
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 vezane uslovom 
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. Diferenciranjem tih jednakosti dobijamo.
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Ukoliko drugu jednačinu pomnožimo sa 
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 a zatim obje jednačine saberemo dobijamo:
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Ako je 
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Dakle, da bismo odredili stacionarne tačke funkcije 
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 pri čemu su promjenljive 
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 vezane uslovom 
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Članovi na lijevoj strani sistema su parcijalni izvodi funkcije 
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. Odavde vidimo da je ekstrem (bezuslovni) funkcije 
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 ujedno uslovni ekstrem funkcije 
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Posmatrajmo 
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Obzirom da je 
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Dalje je 
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Na osnovu ovih uvjeta može se pokazati da je:
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Uvrštavanjem 
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, koji su rješenje sistema (*) u izraz za 
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, dobijamo odgovor o prirodi uslovnog ekstrema. Ukoliko je 
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 tada funkcija 
[image: image272.wmf](

)

,

fxy

 u tački 
[image: image273.wmf](

)

00

,

xy

 ima maksimum, a ukoliko je 
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 tada funkcija 
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 u toj tački ima minimum. Ukoliko je 
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, tada ostaje otvoreno pitanje da li je to tačka ekstrema i ako jeste da li u njoj funkcija ima minimum ili maksimum.
Na osnovu svega izloženog, možemo zapisati slijedeći postupak određivanja uslovnog ekstrema:

1. formiramo Lagrangeovu funkciju 
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2. riješimo sistem jednačina 
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 i dobijemo stacionarne tačke;

3. za svaku stacionarnu tačku nađemo determinantu 
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 (zapravo vrijednosti ovih izvoda u stacionarnim tačkama) i u zavisnosti da li je 
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 veće, manje ili jednako nuli, odredimo prirodu stacionarne tačke.
Primjer 1. Neka je 
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 funkcija proizvodnje, a 
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 neka su cijene proizvodnih faktora L i K (po jedinici). Ako je T ukupan iznos kojim raspolažemo, određivanjem uvjetnog ekstrema možemo naći uvjete koje zadovoljava optimalna kombinacija proizvodnih faktora, kao i uslove koje treba ispunjavati funkcija 
[image: image290.wmf](

)

,

QLK

 da bi bila funkcija proizvodnje.
Dakle, potrebno je naći uslovni ekstrem (zapravo maksimum) funkcije 
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Prije svega, uslov ćemo napisati u obliku 
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Formirajmo funkciju 
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)

(

)

(

)

,,,

LK

FLKQLKpLpKT

ll

=++-

.
Sada odredimo prve parcijalne izvode ove funkcije i izjednačimo ih sa nulom:
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Iz prve dvije jednačine je
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To znači da je 
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 ona koja ispunjavaja uslov
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odnosno ona kombinacija 
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 i 
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Pogledajmo još koje uslove treba ispunjavati funkcija proizvodnje kako bi stacionarna tačka bila upravo maksimum (u tom slučaju bi imali optimalnu kombinaciju proizvodnih faktora),. Posmatrajmo 
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Ukoliko je ovaj izraz manji od nule tu je proizvodni maksimum. Nakon izračunavanja imamo:
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što predstavlja kvadratnu funkciju 
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[image: image316.wmf]0

D<

 za svaki odnos 
[image: image317.wmf]L

K

p

p

 ako i samo ako je diskriminanta gornje kvadratne funkcije po 
[image: image318.wmf]L

K

p

p

 manja od nule, tj. ako i samo ako vrijedi 
[image: image319.wmf](

)

2

KKLLLK

QQQ

¢¢¢¢¢¢

>

.
Zbog toga proizvodna funkcija mora zadovoljavati takav odnos jer u protivnom ne bismo mogli imati optimalnu kombinaciju proizvodnih faktora. 
Cobb-Douglasova funkcija proizvodnje zadovoljava gornju relaciju, pa je upravo kombinacija proizvodnih faktora koja zadovoljava jednačine 
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 kombinacija koja omogućava maksimum proizvodnje pri datom budžetu 
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Primjer 2. Neka je 
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 funkcija zadovoljstva potrošača (eng. utility function) dobrima 
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 i 
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 sa cijenama 2 i 5. Ako je budžet potrošača 51, koristeći Lagrange-ovu funkciju odredimo optimalne nivoe nabavke dobara 
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 i 
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.
Ovdje pod optimalnim nivoom nabavke smatramo onaj nivo nabavke dobara koji potrošaču pruža maksimalno zadovoljstvo.

Rješenje.  U ovom primjeru je potrebno odrediti maksimum funkcije 
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Odgovarajuća Lagrangeova funkcija za ovaj problem je 
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. Sada određujemo stacionarne tačke. Potrebno je riješiti sistem jednačina
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odakle dobijamo
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slično, 
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to jest,
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Sada imamo dvije jednačine po 
[image: image338.wmf]x

 i 
[image: image339.wmf]y

:


[image: image340.wmf]2551

xy

+=



[image: image341.wmf]251

xy

-=

.



Sabiranjem ovih jednačina imao:
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. Uvrštavanjem te vrijednosti u drugu jednačinu dobijamo 
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Odredimo sada da li je dobijena stacionarna tačka zaista maksimum funkcije zadovoljstva. Imamo:
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, što znači da je za sa količinama 
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 potrošač na maksimalnom nivou zadovoljstva, ukoliko je njegov budžet 51.
VIII. 3. Ekstrem funkcije tri promjenljive

Posmatrajmo funkciju tri promjenljive 
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Mi ćemo sada navesti, bez dokaza i dodatnih obrazloženja kako odrediti ekstrem (bezuslovni) funkcije tri promjenljive.
Slično kao u slučajevima funkcije jedne i dvije promjenljive, potreban uslov za ekstrem ove funkcije je da, u stacionarnoj tački vrijedi 
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Da bi smo utvrdili da li je tačka 
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 koja zadovoljava gornje jednačine tačka ekstrema (maksimuma ili minimuma) moramo posmatrati sljedeće determinante:
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Ako u tački 
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 tada je to tačka lokalnog minimuma funkcije 
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Ukoliko u tački 
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 tada je to tačka lokalnog maksimuma.
Ukoliko je 
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, tada nam ova metoda ne daje odgovor o prirodi tačke 
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U ostalim slučjevima funkcija 
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Pokažimo na slijedećem primjeru kako se ova metoda koristi u ekonomskim primjenama.
Primjer 1. Posmatrajmo monopolističku firmu koja proizvodi tri proizvoda u količinama 
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i odgovarajući prihodi 
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(Primijetimo da su cijene opadajuće funkcije od količine proizvodnje).

Za 
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 ukupna funkcija troškova je 
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. Kako odrediti cijene 
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 tako da maksimaliziramo dobit?

Rješenje.  Odgovarajuća funkcija dobiti jednaka je razllici između prihoda i troškova, to jest
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Kao prvo, odredimo stacionarne tačke. Potrebno je riješiti system jednačina
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odakle je   
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odakle je    
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      odakle je      
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Dakle, stacionarna tačka je tačka 
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Sada je potrebno izračunati odgovarajuće determinante da srugim parcijalnim izvodima. Imamo: 
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dok su ostali elementi koji ulaze u determinante jednaki nula. Prema tome, 
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Vidimo da funkcija dobiti ima maksimum za trojku 
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VIII. 4. Homogene funkcije i CES funkcije 

VIII.4.1. Homogene funkcije

Definicija. Za funkciju 
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za svako 
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 pripadaju domeni funkcije 
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Primjer 1.  Funkcija 
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 je homogena funkcija stepena homogenosti 
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Analogno, funkcija
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 je homogena funkcija stepena homogenosti 
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Za homogenu funkciju stepena homogenosti 
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 kažemo još da je linearno homogena.

Primjer 2. Cobb Douglasova funkcija proizvodnje 
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 je linearno homogena funkcija jer je 
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Za ovu funkciju smo vidjeli da se marginalna produktivnost i marginalni proizvod 
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 mogu izraziti preko količnika 
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Za ovu funkciju vrijedi i Eulerov teorem koji tvrdi da je 
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Eulerov teorem vrijedi općenito za linearno homogene funkcije. Naime, ako je 
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 linearno homogena funkcija dvije promjenljive koja je diferencijabilna tada vrijedi
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VIII.4.2. CES funkcije

Skraćenica CES u nazivu potiče od engleske sintagme constant elasiticity supstitution što znači da su CES funkcije one kod kojih je konstantna elastičnost supstitucije. Sada ćemo malo detaljnije objasniti šta to zapravo znači, na primjeru Cobb-Douglasove funkcije proizvodnje.
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Ranije smo vidjeli da, ukoliko su 
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 cijene proizvodnih faktora rad i kapital, optimalna kombinacija ulaganja se postiže kada je 
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. Ukoliko su nam cijene 
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 fiksne, ulaganjem više sredstava doći će do ekspanzije proizvodnje. Ta ekspanzija može se prikazati takozvanom putanjom ili linijom ekspanzije. Ukoliko je funkcija proizvodnje linearno homogena (što je slučaj sa Cobb-Douglasovom funkcijom), ta putanja će biti prava linija, jer je u tom slučaju omjer 
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 pa je 
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, što predstavlja jednačinu prave 
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. Dakle, sve optimalne kombinacije proizvodnih faktora (za različite budžete, pri konstantnim cijenama jedinica rada i kapitala) leže na pravoj 
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, koja je prikazana na slici 2. Ova prava zove se prava ekspanzije.
Ukoliko se cjene promjene, naprimjer, jedan faktor postane jeftiniji od drugog, promijenit će se optimalna kombinacija ulaganja ukoliko želimo da proizvedemo 











Slika 2
 istu količinu proizvoda. To znači da ćemo jedan faktor prozvodnje zamijeniti drugim. Mjera promjene uzrokovane zamjenom jednog proizvodnog faktora drugim je data pomoću koeficijenta elastičnosti supstitucije koji je jednak
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Ovdje smo sa 
[image: image439.wmf]K

 i 
[image: image440.wmf]L

 označili optimalnu kombinaciju proizvodnih faktora, dok nam 
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Za Cobb – Douglasovu funkciju proizvodnje, optimalna kombinacija proizvodnih faktora zadovoljava jednačinu 
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Imajući u vidu definiciju koeficijenta elastičnosti supstitucije, odmah vidimo da je 
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Ovo vrijedi i općenito za funkciju 
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U novije vrijeme upotrebi je jedan drugi oblik proizvodne funkcije: takozvana CES proizvodna funkcija kod koje je 
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 (ne nužno jedan). Jednačina te funkcije je 
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parametar efikasnosti, 
[image: image460.wmf]d

-

parametar distribucije, 
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parametar supstitucije (od njega zavisi elastičnost supstitucije jednog proizvodnog faktora drugim).

Funkcija 
[image: image462.wmf]Q

 je linearno homogena. Općenito svaka CES funkcija je linearno homogena. Izokvante generisane CES funkcijom su uvjek istog oblika kao i izokvante Cobb-Douglasove funkcije. 

Može se pokazati da je koeficijent elastičnosti supstitucije za ovu funkciju proizvodnje jednak
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Očigledno je ova funkcija proizvodnje nedefinisana za 
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. Međutim, može se pokazati da kad 
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 tada funkcija 
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 teži funkciji 
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 (tj. klasičnoj Cobb-Douglasovoj funkciji).
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