Predavanja iz predmeta Poslovna matematika: VI dio

U okviru šestog dijela predavanja predviđeno je da studenti savladaju slijedeće programske sadržaje:

1. Lokalni ekstrem funkcije. Potrebni i dovoljni uslovi za lokalni ekstrem.

2. Primjena izvoda u ekonomiji.
3. Konveksne i konkavne funkcije. Veza sa krivom indiferencije.

4. Veza konveksnosti i konkavnosti funkcije sa drugim izvodom funkcije. Prevojne tačke.

5. Asimptote krivih linija.

VI.1. Lokalni ekstrem funkcije. Potrebni i dovoljni uslovi za lokalni ekstrem.

U ovom paragrafu ćemo se baviti pojmom lokalnog ekstrema funkcije. Riječ lokalni odnosi se na to da je taj ekstrem najveća ili najmanja vrijednost funkcije u okolini neke tačke, a ne uopšte. Tako, na primjer, funkcija može da prima sve vrijednosti između 
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, te da ima i lokalni maksimum i lokalni minimum.

Definicija 1. (lokalnog ekstrema) Neka je funkcija 
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Pogledajmo sada koji su nam to potrebni i dovoljni uvjeti da bi funkcija u nekoj tački 
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 imala lokalni ekstrem (maksimum ili minimum).

Teorem 1. Neka je 
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 diferencijabilna funkcija u 
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 (to znači da postoji izvod 
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 tačka lokalnog ekstrema funkcije 
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Prethodni teorem nam govori da je, ukoliko je funkcija diferencijabilna u 
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, potreban uslov da bi u 
[image: image22.wmf]0

x

 imala lokalni ekstrem to da je prvi izvod funkcije u 
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 jednak nuli. Sjetimo se, prvi izvod funkcije u nekoj tački jednak je nuli, ukoliko je tangenta na grafik te funkcije u toj tački paralelna sa 
[image: image24.wmf]x

-osom. Međutim, kao što to možemo vidjeti na slici 1, tangente na funkciju u tačkama B i D su paralelne sa 
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-osom, ali tačke B i D nisu lokalni ekstremi funkcije. To znači da uslov 
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 nije dovoljan uslov da bi funkcija u nekoj tački imala lokalni ekstrem. Da bismo dali i dovoljan uslov, navest ćemo slijedeći teorem.

Teorem 2. Ako je funkcija 
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 diferencijabilna na 
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Slika 1

Sada ćemo navesti potrebne i dovoljne uslove da bi funkcija 
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, diferencijabilna u okolini tačke 
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 (ne nužno i u tački 
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) imala lokalni ekstrem u toj tački.

1. Ako je 
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, tada 
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 ima lokalni ekstrem u 
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Specijalno, ukoliko je 
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 negativna, a desno pozitivna, 
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 je tačka lokalnog minimuma (tačka A na slici 1). Ukoliko je 
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 lijevo od 
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 pozitivna, a desno negativna, 
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 je tačka lokalnog maksimuma (tačka F na slici 1).

2. Ako 
[image: image54.wmf]f

 nije diferencijabilna u 
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 ima ekstrem u 
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 ako i samo ako mijenja znak u okolini te tačke (to su tačke C i E na slici 1). Kao što vidimo, kako je 
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 lijevo od C negativna, a desno pozitivna, tačka C je tačka lokalnog minimuma. Analogno, kako je 
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 lijevo od E pozitivna, a desno negativna, tačka E je tačka lokalnog maksimuma (iako u C i E funkcija nije diferencijabilna).

Moguće je dati i druge dovoljne uvjete da bi funkcija u tački 
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 imala lokalni ekstrem. Jedan od njih je dat pomoću drugog izvoda funkcije.  Naime, ukoliko je funkcija dva puta diferencijabilna u tački 
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 tačka lokalnog minimuma funkcije ukoliko vrijedi
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, dok je 
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 tačka lokalnog maksimuma funkcije ukoliko vrijedi
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. Ukoliko je 
[image: image69.wmf](

)

0

''0

fx

=

, tada nemamo odgovora, nego je potrebno izračunati 
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 nemamo ekstrema, dok, ukoliko je 
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, računamo četvrti izvod. Ukoliko je 
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 imamo lokalni minimum, dok za 
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 imamo lokalni maksimum. Ukoliko je 
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, nastavljamo postupak dalje, sve dok ne dobijemo neki izvod koji je različit od nule. Ukoliko je to izvod neparnog reda, tad nemamo ekstrem. Ukoliko je to izvod parnog reda, imamo ekstrem, i to minimum, ako je taj izvod pozitivan, odnosno maksimum, ukoliko je negativan.

Očigledno je da je ovaj drugi metod komplikovaniji, tako da je preporučljivo određivati lokalne ekstreme funkcije pomoću tablice znaka prvog izvoda. To ćemo pokazati na slijedećim primjerima.

Primjer 1.Odredimo ekstreme funkcije 
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. Vidimo da je prvi izvod jednak proizvodu dva faktora, faktora 
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 koji je stalno pozitivan i ne utiče na znak prvog izvoda i faktora 
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 koji može mijenjati znak, pa utiče na znak prvog izvoda. Zapravo, znak prvog izvoda jednak je znaku izraza 
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Kao što vidimo, tačka 
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 je tačka lokalnog maksimuma funkcije. Maksimalna vrijednost funkcije u toj tački jednaka je 
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. Iako prvi izvod mijenja znak i u okolini tačke 
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 ta tačka nije tačka ekstrema funkcije jer u toj tački funkcija nije definisana.

Primjer 2. Odredimo ekstreme funkcije 
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. Data funkcija je definisana za sve 
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, pa funkcija nema ekstrema jer prvi izvod ne mijenja znak. (Primijetimo da je za ovu funkciju 
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, ali da 0 nije ekstrem funkcije jer prvi izvod ne mijenja znak u okolini nule).

Primjer 3. Odredimo ekstreme funkcije 
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. Data funkcija je svuda definisana. Njen prvi izvod jednak je 
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. Kako je 
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, znak prvog izvoda jednak je znaku kvadratne funkcije 
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. Tabela znaka kvadratne funkcije je ujedno i tabela znaka prvog izvoda date funkcije.
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Sada vidimo da je 
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Primjer 4. Odredimo ekstreme funkcije 
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. Data funkcija je svuda definisana. Odredimo njen prvi izvod. Imamo:
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. Znak prvog izvoda naše funkcije jednak je znaku prvog izvoda izraza 
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Iz tabele vidimo da prvi izvod nije definisan u tačkama 
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, da je definisan u okolini tih tačaka i da u okolini tih tačaka mijenja znak. Zbog toga je u 
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 lokalni minimum naše funkcije, te je u 
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 također lokalni minimum naše funkcije. U tački 
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 prvi izvod jednak je nuli i mijenja znak, pa na osnovu tabele vidimo da je u toj tački lokalni maksimum naše funkcije. Tačke 
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 tačka lokalnog maksimuma naše funkcije. Funkciju smo skicirali na slici 2.
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                                     Slika 2

VI. 2. Primjena izvoda u ekonomiji.

U prethodnom poglavlju vidjeli smo da prvi izvod ekonomske funkcije predstavlja marginalnu ili graničnu funkciju u ekonomiji. Pogledajmo sada, na primjeru funkcije proizvodnje kako se primjenjuje prvi izvod za određivanje minimalnih jediničnih troškova proizvodnje.

Mi ćemo posmatrati funkciju troškova proizvodnje, koju ćemo označiti sa 
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 (od engl. cost), kao funkciju količine proizvodnje, koju ćemo označiti sa 
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 (engl. quantity) .

U ekonomskoj analizi, često se za funkciju troškova uzima funkcija trećeg stepena. Mi ćemo sada posmatrati jednu konkretnu funkciju proizvodnje i pogledati kako odrediti minimalne jedinične troškove proizvodnje, kao i neke druge ekonomske pokazatelje.

Neka je 
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 funkcija troškova proizvodnje.

1. Odredimo minimalne jedinične troškove proizvodnje i pogledajmo koliko jedinica proizvoda trebamo proizvoditi da bi jedinični troškovi bili minimalni.

Prije svega, potrebna nam je funkcija jediničnog troška, tj. troška po jedinici proizvoda. Nju ćemo dobiti tako što ćemo funkciju ukupnog troška podijeliti sa brojem proizvedenih jedinica. Dakle, funkcija jediničnih troškova proizvodnje, koju ćemo označiti sa AC (engl. average cost) data je sa 
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Sada vidimo da je potrebno odrediti minimum funkcije 
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Kako je 
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 stacionarna tačka naše funkcije 
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 jediničnih troškova. Da bi se uvjerili da je to tačka minimuma naše funkcije, izračunajmo drugi izvod. Imamo 
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 zaista razina proizvodnje za koju je jedinični trošak minimalan. Taj minimalan jedinični trošak iznosit će 
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2. Odredimo funkciju 
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 marginalnog troška, a zatim izračunajmo vrijednost funkcije marginalnog troška na razini proizvodnje od 3 jedinice proizvoda. Imamo:
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Zbog toga je 
[image: image158.wmf](

)

2

3201233311

MC

=-×+×=

.

Vidimo da je 
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Općenito, ako sa 
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 označimo razinu proizvodnje na kojoj je jedinični trošak minimalan, vrijedi
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3. Odredimo elastičnost ukupnih i jediničnih troškova proizvodnje na nivou proizvodnje od [image: image163.wmf]Q

 jedinica proizvoda, kao i na nivou [image: image164.wmf]min
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 jedinica proizvoda.

Po definiciji je elastičnost ukupnih troškova proizvodnje data sa 
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Elastičnost jediničnih troškova proizvodnje, po definiciji je 
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4. Sami možete nacrtati krive graničnih i jediničnih troškova. Primijetite da obje te krive prolaze kroz tačku 
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VI. 3. Konveksne i konkavne funkcije. Veza sa krivom indiferencije.

Prije nego damo definiciju konveksnosti i konkavnosti funkcije na nekom segmentu 
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 za koje smo na istoj razini zadovoljstva zove se kriva indiferencije. Očigledno je da je ta kriva opadajuća. Posmatrajmo sad  krivu indiferencije datu na slici 3, na segmentu 
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 nalaze se na krivoj indiferencije, pa je potrošač jednako zadovoljan količinom 
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. Međutim, s obzirom da se dobra mogu supstituirati, prirodno je očekivati da će potrošač biti jednako zadovoljan ili čak zadovoljniji aritmetičkom sredinom ovih dobara. Dakle, potrošač je vjerovatno zadovoljniji sa količinom od 
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 (toj kombinaciji odgovara tačka C na slici 3).

Tačka C se na slici nalazi iznad tačke D čija 
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Slika 3

Drugim riječima, ukoliko je sa 
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Analogno, možemo zaključiti da bi potrošač bio zadovoljniji sa količinom od 
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 nego sa polaznim količinama dobara. To znači da bi se tačka 
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Nastavljajući ovo razmišljanje dalje, možemo zakjlučiti da , ukoliko je sa 
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 data kriva indiferencije, tada za svaki broj 
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Definicija  1. (Konveksne i konkavne funkcije)

Za funkciju 
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 definisanu na segmentu 
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Ukoliko svaki broj 
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tada za funkciju 
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 kažemo da je konkavna na segmentu 
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Iz prethodnog razmatranja vidimo da je kriva indiferencije konveksna, ukoliko dobra 
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 možemo supstituirati.

Pretpostavimo sada da dobra 
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 ne konzumiramo skupa. Kao primjer možemo uzeti da nam
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 predstavlja količinu sladoleda (u gramima) koje potrošač konzumira, a dobro 
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 npr. količinu crnih maslina koje potrošač konzumira. Ukoliko potrošač voli i masline i sladoled, vjerovatno će biti zadovoljniji sa malom količinom sladoleda i velikom količinom maslina (to je tačka A na slici 4) ili sa malom količinom maslina i velikom količinom sladoleda (tačka B na slici 4) nego sa podjednakim količinama maslina i sladoleda.
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Slika 4

To znači da, ukoliko je sa 
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 data kriva indiferencije potrošača u odnosu na ova dva dobra, vrijedi
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(tačka D je iznad tačke C) što znači da je u ovom slučaju (dobara koja se ne konzumiraju zajedno) kriva indiferencije konkavna.

Dakle, kriva indiferencije je konveksna ako i samo ako se dobra mogu supstituirati.

VI. 4. Veza konveksnosti i konkavnosti funkcije sa drugim izvodom funkcije. Prevojne tačke.

Može se pokazati da, ukoliko je funkcija diferencijabilna na 
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 (što znači da kriva koja predstavlja grafik funkcije ima tangentu u svakoj tački) ona je konveksna ako i samo ako se nalazi iznad tangente povučene u svakoj tački, a konkavna je ako i samo ako se nalazi ispod tangente povučene u svakoj tački.

Za ispitivanje konveksnosti i konkavnosti funkcije veoma je komplikovano razmatrati da li su ispunjene nejednakost (1) ili nejednakost (2). Ukoliko je funkcija dva puta diferencijabilna, mnogo je jednostavnije koristiti drugi izvod funkcije, što nam omogućava slijedeći teorem.

Teorem 1. Neka je funkcija 
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 dva puta diferencijabilna na segmentu 
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Definicija 1. Neka je funkcija 
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 definisana na nekoj okoklini tačke 
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Drugim riječima, tačka 
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 je prevojna tačka funkcije ukoliko funkcija mijenja konveksitet pri prelasku preko te tačke.

Prevojne tačke funkcije ćemo određivati analogno kao i lokalne ekstreme, ali sada pomoću drugog izvoda, ukoliko postoji.

Teorem 2. Neka je funkcija 
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Primjer 1. Odredimo intervale konveksnosti i konkavnosti i prevojne tačke funkcije 
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Da bismo odredili intervale konveksnosti i konkavnosti, trebamo izračunati drugi izvod funkcije. Prije svega, definiciono područje funkcije je skup 
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Sad izračunavamo drugi izvod. Imamo:
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Analogno kao pri određivanju ekstrema funkcije, napravit ćemo tabelu znaka drugog izvoda. Trebamo imati u vidu da nazivnik 
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 ne utiče na znak drugog izvoda, pa ćemo u tabelu unijeti samo izraz 
[image: image273.wmf](

)

7

x

-

 jer je on istog znaka kao drugi izvod.
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Na osnovu tabele vidimo da funkcija 
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Primjer 2. Odredimo prevojne tačke funkcije 
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Kao prvo, odredimo definiciono područje date funkcije. Treba vrijediti 
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Odredimo prvi izvod. Imamo:
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Sada izračunavamo drugi izvod. Imamo:
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Kako je nazivnik pozitivan za sve vrijednosti 
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Primjer 3. Pretpostavimo da je data funkcija proizvodnje 
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, koja predstavlja količinu proizvodnje kao funkciju proizvodnog faktora 
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1. Odredimo funkciju marginalne produktivnosti faktora proizvodnje 
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Funkcija marginalne produktivnosti faktora proizvodnje 
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(Ovo znači da je funkcija 
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Maksimalni marginalni proizvod je maksimalna vrijednost funkcije 
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Kako je 
[image: image313.wmf]1

0

v

e

-

>

, to na znak prvog izvoda 
[image: image314.wmf](

)

'

MQv

 utiče samo  izraz 
[image: image315.wmf]1

1

v

e

-

-

 u brojniku. Kako je 
[image: image316.wmf]1

10

v

e

-

-=

 za 
[image: image317.wmf]1

v

=

, to je 
[image: image318.wmf]1

v

=

 jedina stacionarna tačka funkcije 
[image: image319.wmf](

)

MQv

.

	v
	[image: image467.wmf]0

[image: image468.wmf]P.T.

 EMBED Equation.DSMT4  
[image: image320.wmf]-¥


     1      
[image: image321.wmf]+¥



	
[image: image322.wmf](

)

'

MQ


	+
	-

	
[image: image323.wmf]MQ


	[image: image469.wmf]0


[image: image324.wmf]Z


	
[image: image325.wmf]]



	
[image: image326.wmf]''

Q


	[image: image470.wmf]max


[image: image327.emf]
	
[image: image328.emf]


S druge strane je 
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Na osnovu tabele vidimo da je 
[image: image333.wmf]1

v

=

 apscisa maksimuma funkcije 
[image: image334.wmf](

)

MQv

, pa je maksimalni marginalni proizvod jednak 
[image: image335.wmf](

)

(

)

11

2

11

1

1

4

1

e

MQ

e

-

-

==

+

. Dakle, maksimalna brzina rasta proizvodnje je
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 prevojna tačka funkcije proizvodnje 
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Slika 5

VI. 5. Asimptote krivih linija.

Pri crtanju grafika funkcija  
[image: image347.wmf](

)

Qv

 i 
[image: image348.wmf](

)

MQv

 iz prethodnog primjera, od značaja je bilo odrediti limese kad 
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 ali jeste u nekoj okolini te tačke, od interesa je ispitati ponašanje te funkcije u okolini te tačke.

Definicija 1. Za funkciju 
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 reći ćemo da teži funkciji 
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Tada još kažemo i da je funkcija 
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 asimptotski jednaka funkciji 
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 kad 
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 desna (lijeva) asimptota funkcije 
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Mi ćemo se baviti samo slučajem kada je 
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 (pri čemu može biti 
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, za pravu 
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 kažemo da je desna horizontalna asimptota funkcije 
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. Analogno, ukoliko je 
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 kažemo da je lijeva horizontalna asimptota funkcije 
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 (dakle, lijeva i desna horizontalna asimptota su jednake) tada kažemo da funkcija 
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 ima horizontalnu asimptotu 
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2. Ukoliko funkcija nema (desne ili lijeve) horizontalne asimptote, razmatramo da li ima kosu asimprotu. Kosa asimptota (desna ili lijeva) funkcije je prava 
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), koju određujemo na slijedeći način:

a) Ispitamo da li postoje konačni limesi 
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, pri čemu još treba biti 
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 je desna kosa asimptota funkcije 
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. Analogno se određuje lijeva kosa asimptota (izračunamo limese kad 
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 ili ustanovimo da ne postoje). Ukoliko je lijeva kosa asimptota jednaka desnoj, ta prava je kosa asimptota naše funkcije.

Na kraju, funkcija 
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 je lijeva vertikalna asimptota ukoliko je 
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Vertikalne asimptote tražimo samo u tačkama 
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 koje su na granici oblasti definisanosti funkcije i u  kojima funkcija nije definisana.
Primjer 1. Odredimo asimptote funkcije 
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Prije nego odredimo asimptote, odredićemo definiciono područje funkcije. Kako u nazivniku imamo paran korijen potrebno je da vrijedi 
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, odakle zaključujemo da je funkcija definisana za sve 
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Kao prvo, ispitaćemo da li funkcija ima horizontalne asimptote.

Odredimo desnu horizontalnu asimptotu. Imamo:
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Dakle, prava 
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 je desna horizontalna asimptota. Pogledajmo da li funkcija ima lijevu horizontalnu asimptotu. Imamo:
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Napomenimo da smo kad 
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Dakle, prava 
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 je lijeva horizontalna asimptota. To znači da naša funkcija ima dvije horizontalne asimptote: lijevu 
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S obzirom da imamo horizontalne asimptote s obje strane, data funkcija nema kosih asimptota.

Sada je potrebno odrediti vertikalne asimptote. Kao što vidimo iz definicionog područja, tražit ćemo limese funkcije kad 
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odakle zaključujemo da je prava 
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 lijeva vertikalna asimptota date funkcije.

S druge strane je
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 desna vertikalna asimptota funkcije 
[image: image412.wmf]2

2

1

x

y

x

=

-

.

Primjer 2. Odredimo asimptote funkcije 
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Kao prvo, odredimo definiciono područje date funkcije. Potrebno je da vrijedi 
[image: image414.wmf]0

1

x

x

³

+

, odakle imamo da je funkcija definisana za sve 
[image: image415.wmf](

)

[

)

,10,

x

Î-¥-È+¥

.

Ispitajmo sad da li imamo horizontalnih asimptota.
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, pa nemamo desne horizontalne asimptote. Analogno je 
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, pa nemamo ni lijeve horizontalne asimptote.

Pogledajmo da li imamo kose asimptote. Ako je 
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 desna kosa asimptota, tada je 
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Sada je potrebno odrediti 
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 Imamo:
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Sada je izraz koji je bio oblika 
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 postao oblika 
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Time smo odredili 
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, pa možemo zaključiti da je prava 
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 desna kosa asimptota date funkcije. Analogno bi mogli ustanoviti i da su limesi kad 
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 jednaki već izračunatim limesima, odnosno da je prava 
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 lijeva kosa asimptota date funkcije, tj. da naša funkcija ima kosu asimptotu 
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Ostalo je još da odredimo vertikalne asimptote. Kao što znamo, vertikalne asimptote određujemo na granici oblasti definisanosti, u tačkama u kojima funkcija nije definisana. Postoje dvije granice oblasti definisanosti naše funkcije. To su tačke 
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 nije vertikalna asimptota. Jedina preostala mogućnost jeste da prava 
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 bude lijeva vertikalna asimptota naše funkcije (ne može biti desna jer funkcija nije definisana desno od tačke -1). Imamo:
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Dakle, prava 
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 zaista jeste liejva horizontalna asimptota funkcije 
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Primjer 3. Odredimo vertikalne asimptote funkcije 
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Kao prvo, lako se vidi da je naša funkcija definisana za sve 
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 vertikalna asimptota naše funkcije i s lijeve i s desne strane. Imamo:
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 nije vertikalna asimptota naše funkcije s lijeve strane. Odredimo sad desni limes. Imamo:
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 desna vertikalna asimptota funkcije 
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Za samostalan rad odredite da li ova funkcija ima horizontalnu ili kosu asimptotu.
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