Predavanja iz predmeta Poslovna matematika: V dio

U okviru petog dijela predavanja predviđeno je da studenti savladaju slijedeće programske sadržaje:

1. Pravila za izračunavanje izvoda. Izvodi elementarnih funkcija.

2. Pojam diferencijala funkcije i njegovo geometrijsko značenje.

3. Izvodi i diferencijali višeg reda realne funkcije jedne realne promjenljive.

4. Teoreme o srednjoj vrijednosti. Taylorova formula.

5. L'Hopitalovo pravilo.

V. 1. Pravila za izračunavanje izvoda. Izvodi elementarnih funkcija.

Prije nego navedemo pravila za izračunavanje izvoda, objasnimo kako izračunati izvode nekih elementarnih funkcija. Neke od njih ćemo izračunati po definiciji, a neke ćemo samo navesti.

1. Ako je 
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Dakle, 
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Formula vrijedi i za 
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4.
Može se pokazati da  ako je 
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Također, ako je  
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Izvode ostalih elementarnih funkcija možemo naći koristeći se slijedećim pravilima diferenciranja (ovdje pretpostavljamo da su funkcije 
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 i 
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  (pravilo za izvod količnika)
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Dokažimo pravilo II. Po definiciji izvoda je 
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što je i trebalo dokazati.

Koristeći se pravilima diferenciranja možemo izračunati izvode svih elementarnih funkcija. Tako je, na primjer:
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Koristeći se pravilom za izvod inverzne funkcije funkcije 
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 možemo naći izvod funkcije 
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, odnosno, s obzirom da je svejedno koju oznaku koristimo za nezavisno promjenljivu, možemo pisati 
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Sada lako zaključujemo da je
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Na kraju, pokažimo još kako izračunati izvod funkcije 
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, kao izvod količnika.
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Analogno bi mogli izračunati izvod funkcije 
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Na kraju, navest ćemo, bez dokaza formule za izvod inverznih trigonometrijskih funkcija:
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V.2. Pojam diferencijala funkcije i njegovo geometrijsko značenje.

V.2.1.  Pojam diferencijala funkcije.

Kada smo govorili o izvodu funkcije, pisali smo 
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Ovdje je 
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V.2.2. Geometrijsko značenje diferencijala funkcije.
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[image: image76.wmf]j
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Dakle, 
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Izračunavanje diferencijala funkcije također nazivamo diferenciranjem. Pravila diferenciranja su analogna pravilima za izračunavanje izvoda. To su slijedeća pravila:
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V.3. Izvodi i diferencijali višeg reda realne funkcije jedne realne promjenljive.

V.3.1. Izvod višeg reda.

Ukoliko je funkcija 
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Izvod drugog reda obilježavamo i sa 
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Ovakvo razmišljanje možemo nastaviti i dalje, tako da općenito vrijedi: 

Ukoliko funkcija 
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Računanje 
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V.3.2. Diferencijal višeg reda.

Pretpostavimo da funkcija 
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Odavde vidimo da je 
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Nastavljajući ovako dalje imamo 
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V.4. Teoreme o srednjoj vrijednosti. Taylorova formula

V.4.1. Teoreme o srednjoj vrijednosti

U ovom poglavlju ćemo navesti, bez dokaza tri osnovne teoreme o srednjoj vrijednosti diferencijalnog računa i za prve dvije dati geometrijsko tumačenje.
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2. Lagrangeova teorema. Neka je funkcija 
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Ovo možemo zapisati i kao 
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Pogledajmo sada kakvo je geometrisko značenje Lagrangeove teoreme. Neka su 
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Lagrangeova teorema je u suštini jedno poopštenje Roleove teoreme.
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Cauchyjeva teorema. Neka su funkcije 
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V.4.2. Taylorova formula
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Dokazana formula predstavlja poopštenje Newtonove binomne formule.

V.5. L'Hopitalovo pravilo
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Sada smo dobili izraz oblika  
[image: image292.wmf]0

0

, pa na njega možemo primijeniti L'Hopitalovo pravilo. Imamo:


[image: image293.wmf](

)

(

)

1

1

1

2

1

2

1

1

2

2

1

1

1

lim1lim1lim1.

11

1

x

x

x

xxx

e

x

ex

e

x

xx

-

-

-

®±¥®±¥®±¥

-

×

-

-

-=-=-

-

-

 Kako je 
[image: image294.wmf]1

1

lim1

x

x

e

-

®±¥

=

 i 
[image: image295.wmf](

)

2

2

lim1

1

x

x

x

®±¥

=

-

, to je  
[image: image296.wmf](

)

1

2

1

2

lim1110

1

x

x

x

e

x

-

®±¥

-=-=

-

. Dakle, 
[image: image297.wmf](

)

1

1

lim10

x

x

xex

-

®±¥

éù

--=

êú

ëû

.

Izraze oblika 
[image: image298.wmf]0

¥

, 
[image: image299.wmf]0

0

 i  
[image: image300.wmf]1

¥

 svodimo tako što primjenimo jednakost 
[image: image301.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

ln

gx

gxfx

fxe

=

 i dobijemo proizvod 
[image: image302.wmf](

)

(

)

ln

gxfx

×

 koji je oblika 
[image: image303.wmf]0

×¥

 ili 
[image: image304.wmf]0

¥×

.
Primjer 5. 
[image: image305.wmf](

)

ln

1

lim1

x

x

x

®

-

 (ovo je neodređeni limes oblika 
[image: image306.wmf]0

0

).
Kako je 
[image: image307.wmf](

)

(

)

ln

lnln1

11

lim1lim

x

xx

xx

xe

×-

®®

-=

, prvo ćemo odrediti 
[image: image308.wmf](

)

1

limlnln1

x

xx

®

×-

. To je neodređeni izraz oblika 
[image: image309.wmf]0

×¥

 (sjetimo se, 
[image: image310.wmf](

)

1

limln1ln0

x

x

®

-==-¥

), pa ćemo ga transformisati u neodređen izraz oblika  
[image: image311.wmf]¥

¥

.  Imamo


[image: image312.wmf](

)

(

)

11

ln1

limlnln1lim.

1/ln

xx

x

xx

x

®®

-

-=

 Sada možemo primijeniti L'Hopitalovo pravilo i dobiti:
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